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Введение 

 
Среди многочисленных проблем, возникновение которых обусловлено 

возросшими запросами производства и бурным развитием информационных 
систем и технологий, одной из наиболее важных является проблема совершен-
ствования управления во всех областях человеческой деятельности. При реше-
нии широкого круга задач оптимизации управляющих решений неоценимую 
услугу оказывает теория исследования операций. 

Операцией называется совокупность взаимосогласованных действий, на-
правленных на достижение некоторой цели. До тех пор, пока цель не определе-
на, нет смысла говорить об операции. Если же цель определена и существуют 
разные пути ее достижения, то желательно найти оптимальный из этих путей. 

Первоначально исследование операций было определено как научный 
метод, дающий в распоряжение руководителя количественные основания для 
принятия решения. С течением времени круг интересов исследователей опера-
ций значительно расширился и охватывает сегодня такие области, как экономи-
ка, военное дело, энергетика, освоение природных ресурсов, автоматизация 
проектирования. 

Исследование операций – достаточно молодое научное направление. Ста-
новление исследования операций как научной дисциплины относится к 1952 г. 
и связывается с организацией Американского общества по исследованию опе-
раций. Интересно отметить, что к моменту официального рождения научного 
направления были опубликованы всего лишь две работы на эту тему. 

Следующее десятилетие – 1952–1962 гг. было достаточно «тихим» в раз-
витии исследования операций. Появляется ряд публикаций, которые представ-
ляют собой в основном либо труды конференций по исследованию операций, 
либо специальные выпуски различных институтов и организаций. 

После 1962 г. положение резко изменяется – наступает «бурный» период 
в развитии исследования операций. Появляется множество научных работ, соз-
даются научные общества и федерации по исследованию операций, публику-
ются специальные журналы. 

Чем объяснить этот всплеск интереса к исследованию операций? 
1. Начиная со второй мировой войны в производственно-коммерческой 

сфере резко возросла роль конкуренции. Руководители крупных корпораций 
стали понимать, что, с одной стороны, совершенствование традиционных спо-
собов накопления и обработки информации приводит к существенным выго-
дам, а с другой стороны – резко усложнился характер управленческих задач, 
например, план выпуска продукции того или иного предприятия должен учи-
тывать спрос покупателей, потребности в сырье, необходимые оборотные фон-
ды, мощности оборудования, вероятность возникновения технических непола-
док, а также ограничения производственно-технологического характера. Для 
решения этих задач уже не хватало таких аргументов, как «здравый смысл» и 
«накопленный опыт», хотя и они очень важны. 
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2. Огромные успехи в развитии вычислительной техники.  
Относительно термина «исследование операций». Это было начальное 

название данного научного направления. Может быть, этот термин не совсем 
удачен: а) термин «операция» является сильно перегруженным; б) слово «ис-
следование» тоже не совсем удачное, так как порождает ложное впечатление 
«созерцательности» самого предмета. Фактически же наблюдается обратное – 
за последние десятилетия применение методов исследования операций неодно-
кратно подтверждало большие возможности и высокую эффективность этих 
методов при решении практических задач. 

Несмотря на то, что термин «исследование операций» не совсем точно 
отражает суть предмета и часто вводит в заблуждение, он сохранился до на-
стоящего времени. Это дань традиции. 

Термин «исследование операций» – operations research. Есть другие тер-
мины: operational research – операционные исследования (английская школа), 
американцы часто используют термин «наука об управлении» – management 
science. 

Цели данного курса: 
1) дать представление о математическом аппарате исследования опера-

ций; 
2) научиться строить, исследовать и анализировать математические моде-

ли конкретных задач. 
В исследовании операций моделирование играет важную роль. От выбора 

модели во многом зависит эффективность (а часто и просто возможность или 
невозможность) решения конкретной задачи. 

С основными классами задач и основными приемами моделирования мы 
познакомимся в данном курсе. 

Теоретическую основу курса составляют такие дисциплины, как линей-
ное и нелинейное программирование, методы анализа сетей, теория игр. 

В курсе будут рассмотрены следующие вопросы: 
1. Целочисленное линейное программирование. 
2. Динамическое программирование. 
3. Кратчайшие пути. 
4. Потоки в сетях. 
5. Линейное программирование и теория игр. 
 
 
Глава 1. Целочисленное линейное программирование 
 
Целочисленное линейное программирование (ЦЛП) ориентировано на 

решение задач линейного программирования (ЛП), в которых на все или часть 
переменных наложены условия целочисленности. Различают полностью цело-
численные задачи и частично целочисленные задачи. 

К необходимости рассматривать целочисленные задачи мы приходим по 
двум причинам: 

 5



1) существует много практических задач, которые изначально по своей 
природе являются целочисленными; 

2) существуют задачи, которые явно не содержат требований целочис-
ленности, но содержат условия, которые трудно или невозможно (в исходной 
постановке) записать в виде формул (т.е. математически формализовать). Это 
так называемые «некорректные» задачи. Анализ таких задач, введение новых 
целочисленных переменных позволяют преодолеть эту трудность и свести за-
дачу к стандартному виду. 

Рассмотрим ряд примеров задач второго типа. 
 

§1. Примеры прикладных задач, содержащих условия 
целочисленности. Постановка задачи целочисленного 

программирования 
 

1. Задача с постоянными элементами затрат. Во многих типах задач 
планирования производства рассматривается следующая ситуация. Предпри-
ятие производит N видов продукции. Затраты на производство продукции j-го 
вида складываются из постоянных затрат в объеме Kj, не зависящем от количе-
ства произведенной продукции, и текущих издержек на производство единицы 
продукции. 

Таким образом, если xj – объем выпуска продукции j-го вида, то функцию 
суммарных затрат можно представить в виде 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

>+
=

.x,

;x,xcK
xC

j

jjjj
jj 0   0

0 

  если

  если
 

Естественно стремление минимизировать общие затраты по всем типам 
продукции: 

.min)x(CZ
N

j
jj →= ∑

=1
     (1) 

Критерий (1) не является линейным вследствие разрыва в начале координат. 
Поэтому он практически не пригоден для дальнейшего исследования. 

Введем новые булевы переменные, которые позволят нам записать кри-
терий (1) в лучшем (с аналитической точки зрения) виде.  

Пусть 

⎩
⎨
⎧

>

=
=

.0     ,1

,0  ,0

j

j
j x

x
y

если

  если
     (2) 

Последнее условие можно переписать в виде 

jj Myx ≤ ,      (3) 
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где M – достаточно большое число. Оно должно быть таким, чтобы Mx j ≤  при 
любом допустимом значении . Строго говоря, пока условие (3) не 
эквивалентно условию (2)! 

jx

Теперь рассмотрим критерий 

( ) min
1

→+=∑
=

N

j
jjjj yKxcZ     (4) 

при дополнительных ограничениях 

NjyMyx jjj ,1,10,0 =∨=≤≤ .   (5) 

Покажем, что (4), (5) эквивалентны (1). Действительно, при  имеем 
 и 

0>jx
1=jy

jjjjjjj KxcyKxc +=+ . 

Пусть . Из (5) следует, что y0=jx j может быть равным 0 или 1. Однако, со-
гласно (4), наша цель – минимизировать критерий (4), следовательно, с учетом 
(4) мы обязательно должны выбрать 0=jy . 

С аналитической точки зрения, функция (4) является хорошей, так как 
она является линейной и непрерывной. 

Следует подчеркнуть, что исходная задача с постоянными элементами за-
трат не имела никакого отношения к целочисленному программированию. Од-
нако преобразованная задача является частично целочисленной с булевыми пе-
ременными. Необходимость такого преобразования была вызвана чисто анали-
тическими причинами. 

 
2. Задача планирования производственной линии. Предположим, что 

имеется один станок, на котором надо произвести n различных операций. На 
порядок выполнения некоторых операций наложены ограничения технологиче-
ского характера и, кроме того, есть ограничения, согласно которым каждая 
операция должна быть выполнена к заданному сроку. Таким образом, в задаче 
имеются ограничения трех типов: 

1) ограничения на последовательность выполнения операций; 
2) условие, что все операции выполняются на одном станке, т.е. операции 

нельзя распараллелить; 
3) наличие временных сроков на осуществление операций. 
Рассмотрим первый тип ограничений. Пусть xj – момент начала выполне-

ния j-й операции, aj – время, требуемое на выполнение j-й операции. Если опера-
ция i должна предшествовать операции j, то должно выполняться неравенство 

jii xax ≤+ .     (6) 

Рассмотрим ограничение второго типа. Для операций i и j, не выполняе-
мых на станке одновременно, должно выполняться одно из соотношений: 
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jji axx ≥− , если в оптимальном решении j предшествует i, 
или 

iij axx ≥− , если в оптимальном решении i предшествует j. 
 

Логическое ограничение вида «или–или» не укладывается в рамки обыч-
ной задачи ЛП, что вызывает существенные трудности при построении матема-
тической модели задачи. Эти трудности можно обойти путем введения вспомо-
гательных булевых переменных 

⎩
⎨
⎧

=
.ji,
,ij,

yij ет предшеству  если    1
ет предшеству  если   0

 

Пусть 0>M  достаточно велико, тогда ограничение вида «или–или» эк-
вивалентно следующей системе неравенств: 

jjiij axxMy ≥−+ )( ,     (7) 

iijij axxyM ≥−+− )()1( .    (8) 

Действительно, если на оптимальном решении 0=ijy , то ограничение (8) ста-
новится избыточным, а ограничение (7) – активным: 

iijjji axxMaxx ≥−+≥− )(,)( . 

Если на оптимальном решении 1=ijy , то ограничение (7) – избыточное, а ог-
раничение (8) – активное: 

.)(     ,)( iijjji axxaxxM ≥−≥−+  

Таким образом, введение булевых переменных позволило избежать логи-
ческого «или–или» с помощью линейных неравенств. 

Ограничения третьего типа учитываются следующим образом. Пусть 
операция j должна быть завершена к моменту времени dj, тогда 

jjj dax ≤+ .     (9) 

Если обозначить через t суммарное время, требуемое для выполнения всех n 
операций, то рассматриваемая задача принимает вид 

mintZ →=  

при ограничениях (6) – (9) и 

;n,j,tax jj 1=≤+  .n,j;n,i,y ij 11  10 ==∨=  

3. Задачи с дихотомией. Предположим, что в некоторой ситуации требу-
ется выполнение k ограничений из общего числа m ограничений. При этом за-
ранее не известно, какие именно ограничения должны выполняться. Запишем 
ограничения в виде 

( ) .m,...,,i,bx,...,xg ini 211 =≤  
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Определим новую переменную 

⎩
⎨
⎧

=
.нарушаться может еограничени е- если ,1

я;выполнятьс ообязательн должно еограничени е- если ,0
i
i

y i  

Если M > 0 достаточно велико, то выполнение по крайней мере k ограничений 
из m обеспечивается соблюдением соотношений: 

( ) ,,1,10   ,,...,1 miyMybxxg iiini =∨=+≤  

.
1

kmy
m

i
i −=∑

=
 

Аналогичная ситуация возникает, когда правая часть некоторого ограничения 
может принимать одно из нескольких значений: 

( ) { }kn bbbbbxxxg ,...,,,,...,, 2121 ∈≤ . 

Данное ограничение можно записать в виде 

( ) ,,1,10      ,1   ,,...,
11

1 ksyyybxxg s

k

s
s

k

s
ssn =∨==≤ ∑∑

==
 

где 

⎩
⎨
⎧

−
=

=
случае.  противном в 0

, если ,1 s
s

bb
y  

Есть еще много типов задач, которые по постановке не относятся к цело-
численным, но построение оптимального решения в этих задачах требует пере-
хода к моделям целочисленного программирования: задача коммивояжера, за-
дача составления расписания обработки деталей на станках, задача баланса 
сборочной линии и др. Некоторые из этих задач мы еще будем рассматривать 
далее подробно. Построение моделей целочисленного программирования для 
таких ситуаций в некоторой степени является искусством. 

 
4. Постановка задачи линейного целочисленного программирования 

и ее связь с задачами линейного программирования. В общей постановке 
задача ЦЛП имеет вид 

maxxc →′ ,       (10) 

bAx = , ,     (11) Jjdxd jjj ∈≤≤ ,*
*

xj – целое, Ij∈ ,      (12) 

здесь ;JI},n,...,,{J),Jj,x(x j ⊂=∈= 21 ,RA nm×∈ ,  m=rank A ,Rb m∈ .Rc n∈  
Встает вопрос: что сложнее – задача ЦЛП (10) – (12) или задача ЛП (10) – 

(11)? 
Многие ответят, что задача ЦЛП проще, так как в этой задаче меньше до-

пустимых планов, например, если , то количество допустимых 
планов конечно. 

∞<≤<∞− *
* dd
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Однако справедливо обратное. Проиллюстрируем это на примере. 
Пример. Рассмотрим задачу 

max1121 21 →+ xx ,     (13) 

0,0,1347 2121 ≥≥≤+ xxxx ,    (14) 

x1, x2 – целые.      (15) 

Эта задача имеет единственный оптимальный план =0x ( ) (см. 
рис. 1.1). 

3,0 21 == xx

Рис. 1.1 
 

Существует такое мнение, что задачи ЦЛП можно решать следующим 
образом: надо решить задачу без предположения целочисленности, а потом 
«округлить» полученное нецелочисленное решение до целочисленного. 

Посмотрим, что мы получим, если воспользуемся этим приемом в нашей 
задаче. Оптимальное решение нецелочисленной задачи (13), (14) имеет вид 

=*x ( 0
7

13
21 == x,x ). Очевидное округление приводит к вектору (x1 = 2, x2 = 

= 0), который не является даже планом. 
Округление в «меньшую сторону» приводит к плану ( ). Этот 

план допустимый, но очень далек от оптимального. 
01 21 == x,x

Таким образом, мы видим, что «метод округления» нельзя считать уни-
версальным. 

Еще более неприятная особенность, свойственная задачам целочисленно-
го программирования, состоит в том, что нет простого способа, позволяющего 
определить, является ли данный допустимый план оптимальным. В этом одно 
из главных отличий задач ЦЛП от задач ЛП. Чтобы проиллюстрировать это, 
предположим, что в задаче (13) – (15) надо проверить, является ли план 
( ) оптимальным. По аналогии с ЛП приходит мысль, что для этого 
надо проверить, соответствует ли точка ( 1

1  1 21 == x,x
  1 21 == x,x ) какому-либо локальному 
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оптимуму, в том смысле, что значение целевой функции не улучшится при пе-
реходе в любую соседнюю допустимую целочисленную точку: 

101  ,   где,1,1 21 ∨∨−=+=+= ldlxdx . 

В нашем примере допустимые соседние точки имеют вид 

( ), (00 21 == x,x 1,0 21 == xx ), ( 2,0 21 == xx ), ( ). (16) 01 21 == x,x

Легко проверить, что значение критерия качества в точке ( ) лучше, 
чем в точках (16). Однако вектор (

1,1 21 == xx
1,1 21 == xx ) не является оптимальным пла-

ном! 
Отметим, что для задач с булевыми переменными 1 проверка 

всех соседних дискретных точек сводится к полному перебору всех возможных 
планов. Возникает вопрос: существуют ли методы решения задач ЦЛП, отлич-
ные от полного перебора, либо полный перебор – это единственный способ ре-
шения? 

0∨=jx

Если задача имеет небольшую размерность, то метод полного перебора 
можно использовать. Однако, если размеры большие, то полный перебор по 
времени выливается приблизительно «в целую жизнь». Например, при рас-
смотрении задачи ЦЛП, в которой 100 переменных и 1, для полного 
перебора надо перебрать 2

0∨=jx
100 вариантов. Следовательно, нужны другие методы, 

отличные от полного перебора.  
К настоящему времени наиболее популярными методами целочисленного 

программирования являются методы двух типов: 
1) возврата; 
2) отсекающих плоскостей. 

Ниже рассматриваются метод ветвей и границ, относящийся к первой группе, и 
метод Гомори, относящийся ко второй группе методов. 

 
§2. Метод ветвей и границ 

 
1. Общая схема метода. Этот метод применим как к полностью целочис-

ленным задачам, так и частично целочисленным задачам. 
Рассмотрим задачу 

max→′xc ,      (17) 
bAx≤ ,      (18) 

Jjdxd jjj ∈≤≤ ,*
* ,     (19) 

xj – целое, Ij∈ ,     (20) 

.},,...,2,1{),,( JInJJjxx j ⊂=∈=  

Заметим, что без ограничения общности для Ij∈  числа ,  можно 
считать целыми. 

j*d *
jd
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Идея метода ветвей и границ основана на следующем элементарном фак-
торе. Рассмотрим любую переменную , jx Ij∈ . Пусть l – некоторое целое 
число, такое что 

1*
* −≤≤ jj dld . 

Тогда оптимальное значение  будет удовлетворять либо неравенству 0
jx

*1 jj dxl ≤≤+ , 
либо неравенству 

lxd jj ≤≤* . 

Для иллюстрации возможности использования этого факта предположим, 
что в задаче (17) – (19) условие целочисленности не учитывается. Пусть в ре-
зультате решения непрерывной задачи мы получим оптимальный план, у кото-

рого 
3
111 =x . Далее рассмотрим две задачи: 

задачу 
max→′xc ,      (21) 

bAx ≤ , ,    (22) 1\,*
* Jjdxd jjj ∈≤≤

111* ≤≤ xd ,     (23) 
и задачу (21), (22) с условием 

*
112 dx ≤≤ .      (24) 

Предположим теперь, что каждая из полученных задач имеет оптимальные це-
лочисленные решения соответственно x01 и x02. Тогда очевидно, что решением 
исходной задачи (17) – (20) является тот из векторов x01 или x02, на котором зна-
чение xc′  больше. 
 

2. Алгоритм. Рассмотрим общую итерацию метода. Пусть мы осуществ-
ляем t-ю итерацию. 

В начале t-й итерации имеем: 
1) число , которое является оценкой снизу значения целевой функции 

исходной задачи на оптимальном плане; 

tr0

2) список задач ЛП, которые подлежат решению. Эти задачи отличаются 
от (17) – (19) и друг от друга только условиями (19); 

3) n-вектор μ, число μ0. 
Замечание. На первой итерации, т.е. при t=1, список задач ЛП состоит 

только из одной задачи (17) – (19). Для определения ,1
0r 0 μμ ,  можно поступить 

следующим образом. Если известен какой-либо целочисленный план x  задачи 
(17) – (20), то полагаем xcr ′=1

0 , .,x 1 0 == μμ  Если такого плана нет,  то  пола- 
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гаем 00 =μ , в качестве  μ   берем  любой n-вектор,  а  для  построения  оценки  
,  удовлетворяющей неравенству , где x1

0r
01

0 xcr ′≤ 0 – решение задачи (17) – (20), 
можно привлечь любую дополнительную информацию. Например, если  и 

, то очевидно, что 
0≥c

0≥*d

00 ≥′xc , 

следовательно, можно положить . В самом худшем случае, когда нет ни-
какой дополнительной информации, мы полагаем . 

01
0 =r

−∞=1
0r

На произвольной итерации t выполняем следующие шаги. 
Шаг 1. Если основной список пуст, идем на шаг 5. В противном случае выбира-
ем любую задачу ЛП из списка и идем на шаг 2. 
Шаг 2. Решаем выбранную задачу ЛП. Если эта задача не имеет решения либо 
она имеет решение *x , для которого 

t* rxc 0≤′ , 

то полагаем , вычеркиваем данную задачу ЛП из списка и возвращаем-
ся к началу новой (t + 1)-й итерации (идем на шаг 1, заменив t на t + 1). 

tt rr 0
1

0 =+

Если выбранная задача ЛП имеет решение *x  и 
t* rxc 0>′ , 

то идем на шаг 3. 
Шаг 3. Если на решении *x  задачи ЛП выполняется условие целочисленности 
(20), то фиксируем это решение, т.е. полагаем . Изменяем оценку 10 == μμ ,x*

*t xcr ′=+1
0 , 

вычеркиваем рассмотренную задачу ЛП из списка и переходим к новой (t + 1)-й 
итерации (идем на шаг 1, заменив t на t + 1). 
Если на решении *x  задачи ЛП условие целочисленности (20) не выполняется, 
то идем на шаг 4. 
Шаг 4. Выберем любую переменную , которая не удовлетворяет ус-

ловию целочисленности. Пусть ,  – нецелое число. Обозначим через 
[ ] целую часть числа , т.е. [ ] – это наибольшее целое, удовлетворяю-
щее неравенству 

Ij,x*
j ∈00

00 j
*
j lx =

0jl

0jl
0jl

0jl

[ ]
0jl

0jl≤ . 

Например, [3] = 3, [3, 5] = 3, [–3, 5] = –4. 
Удалим старую рассматриваемую задачу ЛП из списка, а вместо нее добавим 
две новые задачи ЛП. Эти задачи отличаются от задачи ЛП, выбранной на шаге 
1, и друг от друга только прямыми ограничениями на переменную . 

0jx
В первой новой задаче ЛП эти ограничения имеют вид 
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≤≤
00 jj* xd [ ], 

0jl

во второй задаче эти ограничения имеют вид 

[ ]
0jl *

00
1 jj dx ≤≤+ . 

Здесь *
jj* d,d
00

– нижняя и верхняя границы на переменную , которые были 
в задаче ЛП, выбранной на шаге 1. 

0jx

Полагаем , переходим к новой (t + 1)-й итерации (идем на шаг 1, заме-
нив t на t + 1). 

tt rr 0
1

0 =+

Шаг 5. Останавливаем алгоритм. При 10 =μ  вектор μ принимаем за решение 
задачи (17) – (20). При 00 =μ  в задаче (17) – (20) нет допустимых планов. 
 
3. Пример. Рассмотрим следующую задачу ЦЛП: 

  3  + 3  + 13  max,    (25) 1x 2x 3x →

–3  + 6  + 71x 2x 3x ≤  8,     (26) 

  6  – 3  + 71x 2x 3x ≤  8,     (27) 

  0≤   jx ≤  5, j = 31, ,     (28) 

   – целое, j = jx 31, .     (29) 

Перед первой итерацией список задач состоит из одной задачи № 1, которая 
совпадает с задачей (25) – (28). 
Так как  0,    j = jx ≥ 31, , то очевидно, что 

3  + 3  + 13  ≥  0 1x 2x 3x
при любом допустимом плане. Значит, в качестве оценки снизу целевой функ-
ции исходной задачи можем взять число  .r 01

0 =
Опишем алгоритм решения задачи (25) – (28) по итерациям. 
Итерация 1. Список состоит из одной задачи, у которой оценка снизу равна 

 Решим задачу № 1 из списка задач. Эта задача имеет решение: .r 01
0 =

*x1  =  = 2*x2 3
2 ,    = 0,    *x3

*xc′  = 16.  (задача № 1). 

Решение задачи № 1 нецелочисленное, *xc′  = 16 > 0= . Переходим к шагу 4. 1
0r

Выберем переменную  для ветвления. Задачу № 1 вычеркнем из списка, вме-
сто неё включаем две новые задачи № 2, № 3. 

1x

Задача № 2: условия (25) – (27) + прямые ограничения 
3 ≤   ≤  5,    0 1x ≤   2x ≤  5,    0 ≤   3x ≤  5. 
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Задача № 3: условия (25) – (27) + прямые ограничения 
0 ≤   ≤  2,    0 1x ≤   2x ≤  5,    0 ≤   3x ≤  5. 

Полагаем = =0 и переходим к шагу 1, начиная новую итерацию. 2
0r

1
0r

Итерация 2. Список состоит из задач № 2, 3. 
Из списка задач рассмотрим задачу № 2. Легко увидеть, что ограничения этой 
задачи несовместны. Значит, мы вычёркиваем эту задачу из списка, полагаем 

3
0r

2
0r= =0 и переходим к новой итерации. 

Итерация 3. Теперь список состоит только из задачи № 3. Рассмотрим эту за-
дачу. Она имеет решение 

*x1  =  = 2,     = *x2
*x3 7

2
,    *xc′  = 15

7
5 . (задача № 3). 

Переменная  – нецелая. Выбираем её для ветвления и идём на шаг 4. *x3

Удаляем задачу № 3 из списка, вместо неё включаем новые две задачи 
№ 4, № 5, порождённые задачей № 3. 

Задача № 4: условия (25) – (27) + прямые ограничения 
0 ≤   ≤  2,    0 1x ≤   2x ≤  5,    1 ≤   3x ≤  5. 

Задача № 5: условия (25) – (27) + прямые ограничения 
0 ≤   1x ≤  2,    0 ≤   2x ≤  5,     = 0. 3x

Полагаем = 0 и переходим к следующей итерации. 4
0r =3

0r
Итерация 4. Список состоит из задач № 4, № 5. Рассмотрим задачу № 4. 

Она имеет решение 
*x1  =  = *x2 3

1 ,  = 1,    *x3
*xc′  = 15.  (задача № 4). 

Переходим к шагу 4, выбрав переменную  для ветвления. Задачу № 4 вычёр-
киваем из списка, вместо неё включаем в список две новые задачи № 6, № 7, 
порождённые задачей № 4. 

2x

Задача № 6: условия (25) – (7) + прямые ограничения 
0 ≤   2,    1 1x ≤ ≤   2x ≤5,    1 ≤   3x ≤  5. 

Задача № 7: условия (25) – (27) + прямые ограничения 
0 ≤   1x ≤  2,     = 0,    1 2x ≤   3x ≤  5. 

Полагаем = 0 и переходим к новой итерации. 5
0r =4

0r
Итерация 5. На данной итерации из списка задач № 5, № 6, № 7 выберем 

задачу № 6. Анализируя условия задачи № 6, легко заметить, что она не имеет 
допустимых планов, поэтому вычёркиваем её из списка. Полагаем = 0 и 
переходим к новой итерации, возвращаясь к шагу 1. 

6
0r =5

0r

Итерация 6. Теперь список состоит из задач № 5, № 7. Выберем задачу 
№ 7. Она имеет решение 
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*x1  =  = 0,     = 1*x2
*
3x

7
1 ,    *xc′  = 14

7
6 . (задача № 7). 

Переходим к шагу 4, используя x3 для ветвления. Задачу № 7 исключаем из спи-
ска, вместо неё включаем две новые задачи № 8, № 9, порождённые задачей № 7. 

Задача № 8: условия (25) – (27) + прямые ограничения 
0 ≤    2,    = 0,   21x ≤ 2x ≤ 3x ≤ 5. 

Задача № 9: условия (25) – (27) + прямые ограничения 
0≤ 1x ≤2, =0, =1. 2x 3x

Полагаем = 0 и переходим к следующей итерации. 7
0r =6

0r
Итерация 7. Список состоит из задач № 5, 8, 9. Выберем задачу № 8. Она 

не имеет решения, так как её ограничения несовместны. Вычёркиваем её из 
списка. Полагаем = 0 и переходим к новой итерации. 8

0r =7
0r

Итерация 8. Список состоит из задач № 5, 9. Выберем задачу № 9. Эта 
задача имеет решение 

*x1  =  = 0, =1, *x2
*x3

*xc′  = 13.  (задача № 9). 

Решение задачи № 9 – целое, поэтому полагаем 0μ =1, . Задачу № 9 вы-
чёркиваем из списка, полагаем = 13 и переходим к новой итерации. 

*x=μ
9

0r =8
0r

Итерация 9. Список состоит только из одной задачи № 5. Задача № 5 
имеет решение 

*
1x  =2,  = *

2x 3

1

2 , =0, *
3x *xc ′  = 13.  (задача № 5). 

Поскольку *xc′  = 13 ≤  = 13, то мы не «дробим» задачу № 5, а просто вычёр-
киваем её из списка. Оценку  не меняем: = 13. Переходим к шагу 1 
новой итерации. 

9
0r

9
0r 10

0r =9
0r

Итерация 10. На новой итерации список пуст. Алгоритм заканчивает работу. 
Так как у нас 0μ =1, то вектор μ  принимаем за решение задачи: 

μ = =0x (0, 0, 1). 
Задача решена. Ход решения задачи схематично можно представить в виде де-
рева (рис. 1.2). 

Замечания: 
1. В описанном выше алгоритме возможность произвольного выбора воз-

никает в двух местах: 
а) при выборе задачи из списка; 
б) при выборе нецелой переменной, по которой производится ветвление. 
Число итераций метода зависит от того, какой именно выбор мы осуществим в 
пунктах «а» и «б». 
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К настоящему времени разработаны специальные процедуры, помогающие 
оценить «качество» выбора. Это повышает эффективность алгоритма. 
2. На любой итерации (кроме первой) мы имеем список задач, которые надо 
решить и которые отличаются от породившей их задачи (решение которой уже 
найдено) только одним прямым ограничением. Для эффективного решения за-
дач из списка можно использовать двойственный симплекс-метод [2, 9], выби-
рая в качестве начального двойственного базисного плана оптимальный двой-
ственный план порождающей задачи. 

 
 

Рис. 1.2 
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4. Двойственный симплекс-метод для задачи линейного програм-
мирования с двусторонними ограничениями. Рассмотрим задачу линейного 
программирования следующего вида: 

 
max,xc →′  

,bAx =       (30) 

,dxd *
* ≤≤  

где ;RA nm×∈ ;Rb;Rd,d,c mn*
* ∈∈ ),n,j,c(c j 1== ),n,j,d(d j** 1==

),n,j,d(d *
j

* 1== m
jj RA),n,j,A(A ∈== 1 – заданные параметры задачи. Без 

ограничения общности будем считать, что .mArank =  
Подмножество индексов }21{}{ 21 n...,,,Jj,...,j,jJ mБ =⊂=  назовем бази-

сом задачи (30), если  , где 0Б ≠Adet )Jj,A(A j ББ ∈=  – базисная матрица. 
Решение задачи (30) двойственным методом начинается с задания неко-

торого базиса }  и соответствующей ему базисной матрицы 
. Матрицу, обратную к базисной, обозначим через : 

. 

{ 21 mБ j,...,j,jJ =
)Jj,A(A БjБ ∈= B

1−= БAB
Итерация метода состоит из следующих шагов. 

1. Найдем m-вектор 
Bcy Б

′=′:  
и оценки 

jjj cAy −′=Δ : ,   Jj∈ ; 
сформируем множества 

;\ БH JJJ =       };0:{ ≥Δ∈=+
jHH JjJ .J\JJ HHH

+− =  
2. Построим вектор  по следующему правилу: )Jj,( j ∈ℵ=ℵ

jj d *=ℵ ,   ;   ,   ; +∈ HJj *
jj d=ℵ −∈ HJj

)(),( Б ∑
−+ ∪∈

ℵ−=∈ℵ=ℵ
HH JJj

jjjБ AbBJj . 

3. Проверим критерий оптимальности: если выполняются соотношения 
 

,*
* jjj dd ≤ℵ≤ ,БJj∈     (31) 

то вектор     – оптимальный план задачи (30). Решение за-
дачи (30) прекращается. 

),(:0 Jjx j ∈ℵ=ℵ=

В противном случае (т.е. если соотношения (31) не выполняются) идем на 
шаг 4. 
4. Найдем такой индекс , что      . Бk Jj ∈ ],[ *

* kkk jjj dd∉ℵ
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5. Положим 
1=

kjμ , если 
kk jj d *<ℵ , 

1−=
kjμ , если . *

kk jj d>ℵ

Подсчитаем m-вектор 
Bey kj k

′=′Δ μ  
и числа 

jj Ay ′Δ=μ , . −+ ∪∈ HH JJj
 

6. Найдем шаги jσ ,  по правилу: −+ ∪=∈ HHH JJJj
 
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∞

>∈<∈−

=

−+

случае. противном в

 0 илибо0 и если ;JjJj,/ jHjHjj

j

μμμΔ

σ
 
 
 
 
Положим ,min

*H
jj

Jj
σσσ ==

∈
0  здесь H* Jj ∈  – индекс, на котором достигается 

минимум в последнем выражении. Если минимум достигается на нескольких 
индексах, то в качестве индекса  можно взять любой из них. *j
7. Если ∞=0σ , то прекращаем решение задачи (10), так как она не имеет до-
пустимых планов. Если ∞<0σ , идем на шаг 8. 

8. Построим новый коплан )Jj,( j ∈= ΔΔ  по правилу: 

jjj μσ 0+Δ=Δ ,     ;kH jJj ∪∈

kБj jJj \,0 ∈=Δ . 
9. Построим новый базис *)\( jjJJ kББ ∪= , соответствующую ему базисную 

матрицу ),( БJjAA jБ ∈=  и обратную матрицу 1)( −= БAB  по правилу 
,BMB =  где −×mm матрица M получается из единичной  матрицы за-

меной k-го столбца  на столбец : 
−×mm

ke d
 

,1

...

1

...

,

0
...
0
1
0
...
0

1

1

1

k

m

k

k

k
z

z

z

z

z

de ⋅

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

+

−

     .

...

...

*

1

1

1

j

m

k

k

k

BA

z

z
z

z

z

z =

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

+

−
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10. Поcтроим новые множества ,HJ −
HJ  и +

HJ : 
 

;\ БH JJJ =  

kHH jjJJ ∪= ++ )\( * , если 1=
kjμ , ; +∈ HJj *

)\( *jJJ HH
++ = , если 1−=

kjμ , ; +∈ HJj *

)( kHH jJJ ∪= ++ , если 1=
kjμ , ; +∉ HJj *

++ = HH JJ , если 1−=
kjμ , ; +∉ HJj *

+− = HHH JJJ \ . 
 

Идем на шаг 2, используя новые базис БJ , коплан Δ , базисную матрицу БA  и 
обратную к ней матрицу .B  
Совокупность шагов 2 – 10 назовем итерацией .JJ ББ →  Данная итерация на-
зывается невырожденной, если .00 >σ  

Можно показать, что описанный алгоритм решает задачу за конечное 
число итераций, если в процессе его реализации встречается конечное число 
вырожденных итераций. 

 
 

§3. Метод Гомори (метод отсечений) 
для полностью целочисленных задач 

 
1. Интуитивное обоснование метода. Отметим ещё одну особенность за-

дач ЦЛП, которая отличает их от соответствующих задач ЛП. Рассмотрим за-
дачу: 
 

xc′ →  max,      (32) 

   ,x,bAx 0≥=  

jx – целое,  ,Jj∈     (33) 

где A∈ nmR × , rank A= m< n, }...,,2,1{ nJ = . 
Если мы рассмотрим задачу ЛП (32), то увидим, что среди оптимальных 

планов задачи (32) всегда существует базисный план, т. е. план, у которого не 
более чем m компонент, отличных от нуля. 

Рассмотрим теперь задачу ЦЛП (32), (33) с m основными ограничениями. 
В общем случае оптимальный план задачи (32), (33) будет содержать более чем 
m компонент, отличных от нуля. Это сразу же наводит на мысль о том, что если 
мы хотим получить решение целочисленной задачи (32), (33) как решение не-
которой «непрерывной» задачи ЛП, то эта «непрерывная» задача должна со-
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держать более чем m основных ограничений, т.е. мы должны к задаче (32) до-
бавить еще некоторые основные ограничения. 
Необходимость введения новых ограничений в задачу (32) для получения ре-
шения задачи (32), (33) можно объяснить и с другой позиции. Рассмотрим мно-
жество допустимых планов X задачи (32) (рис.1.3). Понятно, что множеством 
допустимых планов  задачи (32), (33) будут все «целые» точки, принадле-
жащие X. Рассмотрим ещё одно множество , называемое выпуклой оболоч-
кой точек . Согласно определению,  – это наименьшее выпуклое мно-
жество, содержащее все точки  (см. рис. 1.3). Справедливы включения 

цX

ВX
цX ВX

цX
 

цX ⊂ ВX ⊂X.     (34) 

Рис. 1.3 
 

Множество , так же как и множество X, является «непрерывным». 
Легко видеть, что все угловые точки множества  – целые точки. Отсюда, 
учитывая свойства симплекс-метода и включения (34), заключаем, что среди 
решений задачи ЛП  

ВX
ВX

xc′ →  max, x∈ ВX      (35) 

обязательно есть целочисленное решение и это решение будет решением задачи 
(32), (33). Мы видим, что множество  получилось из X путём «отсечения» 
лишних кусков, не содержащих целых точек. При этом важно, что мы не отсек-
ли ни одной целой точки! На рисунке для  построить множество  просто. 
При большом n сделать это заранее перед решением задачи невозможно. Кроме 
того, нам не надо всё «чистое» множество . Нам важно «высечь» только 
часть этого множества в окрестности оптимальной точки. 

ВX

2R ВX

ВX

На этих идеях отсечений и основан метод Гомори. Суть метода состоит в 
том, что на каждом шаге к ограничениям соответствующей задачи ЛП добавля-
ется новое ограничение, называемое отсекающей плоскостью. Эта плоскость 
должна обладать следующими свойствами: 
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1) отсекать имеющееся в наличии нецелочисленное решение задачи 
ЛП; 

2) не отсекать ни одного целочисленного плана исходной задачи ЦЛП; 
3) отсечения должны строиться таким образом, чтобы обеспечить ко-

нечность алгоритма, т.е. решение задачи ЦЛП должно строиться за конеч-
ное число шагов. 

 
2. Построение отсекающей плоскости. Рассмотрим задачу ЦЛП вида 

(32), (33). Предположим, что: 
1) ограничения задачи (32), (33) совместны; 
2) целевая функция ограничена сверху. 
Прежде чем описать весь алгоритм, покажем в общем случае, как построить 

дополнительное ограничение, которому удовлетворяют все целые планы зада-
чи (32), (33). 

 
Рассмотрим любое линейное уравнение, которое можно получить из урав-

нений Ax = b путём алгебраических операций над этими уравнениями. В общем 
случае такое уравнение можно представить в виде 

Ax = y′b,     (36) 'y
где y∈ , y 0, – произвольный вектор. mR ≠

Очевидно, из условия Ax = b следует справедливость (36). 
Обозначим 

ja  = y′ jA , ,Jj∈ β  = y′b. 
Тогда равенство (36) примет вид 

∑
=

n

j
jj xa

1
=β .     (37) 

Предположим, что хотя бы одно из чисел , j ja ∈ J, β  является дробным. 
Как и раньше, обозначим через [d] целую часть числа d ([d] – наибольшее це-
лое, не превосходящее d). 

По построению любой вектор x, удовлетворяющий Ax = b, должен удов-
летворять и (37). Так как все 0, jjx ≥ ∈J, и [ ] ja ≤  , ja ,Jj∈  то из (37) следует 
более слабое условие 

∑
=

n

j
jj xa

1
][ ≤ β .     (38) 

Теперь учтём, что по условию все ,jx Jj∈  – целые. Отсюда следует, что все 
целые , j ∈ J, удовлетворяющие (38), должны удовлетворять более сильному, 
чем (38), неравенству 

jx

j
n

j
j xa∑

=1
][ ≤  [β ].     (39) 
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Заметим, что в общем случае, без учёта целочисленности, из (38) не следует 
(39)! 

Условие (39) можно переписать в эквивалентной форме 

∑
=

n

j
jj xa

1
][  +  = [*x β ],   0,  – целое.  (40) *x ≥ *x  

Таким образом, условие (40) есть новое условие, которому удовлетворяют все 
целые планы исходной задачи (32) – (33). 

В алгоритме используется не условие (40), а разность между (40) и (37). 
Определим значения  и f тождественными jf

[ ] +  ja jf ≡  ,  ja ,Jj∈   [β ] + f = β , 
т.е.  – дробная часть числа , jf ja ,Jj∈  а f – дробная часть числа β . По по-
строению, 

0   < 1,  ≤ jf ,Jj∈   0 ≤  f <1. 
Вычтем из (40) равенство (37), в результате получим 

∑
=
−

n

j
jj xf

1
][ +  = –f,    0 – целое.   (41) *x *x ≥

В алгоритме вместо (40) используется отсекающее ограничение (41). 
 
3. Алгоритм Гомори (общая схема). Общую схему алгоритма Гомори 

можно представить в виде последовательности следующих шагов. 
Шаг 1. Найти оптимальное решение задачи линейного программирова-

ния. 
Шаг 2. Если в оптимальном базисе задачи ЛП есть искусственные индек-

сы и размеры задачи ЛП велики, то уменьшаем размеры текущей задачи ЛП: 
удаляем из задачи ЛП искусственные переменные с базисными индексами и со-
ответствующие им ограничения. В противном случае сразу переходим к шагу 3 
без уменьшения размеров задачи ЛП. 

Шаг 3. Прекращаем решение задачи ЦЛП, если все неискусственные пе-
ременные задачи ЛП целые. В противном случае переходим к шагу 4. 

Шаг 4. Сформируем отсекающую плоскость (ограничение). Для этого 
выберем любую дробную неискусственную переменную (это обязательно ба-
зисная переменная!) , . Здесь  – оптимальный базис текущей зада-

чи ЛП. Положим = ( ) . Сформируем отсекающее ограничение (41), 
исходя из ограничения (37), построенного по правилам предыдущего пункта. 

0
0i

x 0i ∈ 0
БJ 0

БJ

y′
0ie′ 0

БA 1−

Шаг 5. Добавляем отсекающее ограничение (41) и новую (целую!) пере-
менную  к задаче ЛП и получаем расширенную (новую) задачу ЛП. Перехо-
дим к шагу 1. 

*x

Опишем перечисленные шаги алгоритма подробнее. 
Рассмотрим шаг 1. Пусть в текущей задаче ЛП есть переменные 

jx  ≥  0,  j ∈ J , U искJ
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и есть m ≥m основных ограничений. По построению m  = m + | | и каждой 
искусственной переменной  поставлено в соответствие некоторое основное 
ограничение текущей задачи ЛП. Отметим, что это ограничение не входит в 
число основных ограничений исходной задачи ЛП или ЦЛП, т.е. является до-
полнительным отсекающим ограничением. Решим текущую задачу ЛП и обо-
значим через 

искJ

*jx

0
jx ,  j∈ J ,   J U ,  | |=U искJ 0

БJ ⊂ искJ 0
БJ m  

ее оптимальный базисный план. 
Опустим пока подробное описание шага 2, поскольку на первой итерации 

этот шаг «пропускается» и поэтому его удобнее описывать после описания всех 
других шагов. 

Шаг 3 описан подробно ранее. 
Рассмотрим шаг 4. Предположим, что выбран некоторый индекс , та-

кой, что 
0i

0i   J,   > 0 – нецелое. ∈ 0
БJ I 0

0ix
Положим 

y′= ( ) ,  =
0ie′ 0

БA 1−
ja y′A ,  jj ∈ J ,  U искJ β = y′b, 

где  – j-й столбец матрицы условий и b – вектор правых частей основных ог-
раничений текущей задачи ЛП. Рассмотрим ограничение 

jA

∑
∈ искJJj

jj xa
U

=β .      (42) 

Так как по построению, в силу специального выбора вектора y, имеют место 
равенства 

0ia = 1,  = 0,  j ja ∈ J \ , Б 0i
то равенство (42) можно представить в виде  

0i
x + j

Jj
j xa∑

∈ H

=β ,     (43) 

где  (J ) \ J . Так как все = 0, jHJ ⊂ U искJ Б
0 0

jx ∈ HJ , и вектор  

 J ) удовлетворяет (43), то имеем 

∈= jxx j ,( 00

∈ U искJ β =  > 0 – нецелое. Отсекающее 
ограничение (41), построенное по (43), имеет вид 

0
0ix

∑
∈

−
H

][
Jj

jj xf + = –f,   0 – целое,   (44) 
*j

x
*j

x ≥

где – новая переменная, соответствующая отсекающему ограничению (44), 
 – наименьший целый индекс, не принадлежащий множеству J U . 

*j
x

*j искJ
Рассмотрим шаг 5. Ограничение (44) добавляем к основным ограничени-

ям имеющейся задачи ЛП, индекс  и соответствующую ему переменную  *j *j
x
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добавляем к переменным текущей задачи ЛП. При этом произойдут следующие 
замены: 

m → m +1;  J U  J UискJ → искJ ,  искJ = искJ U  j . *

Покажем, что добавляемое новое ограничение (44) является «отсекаю-
щим», т.е. оно отсекает нецелочисленное оптимальное решение «старой» зада-
чи ЛП. Действительно, на оптимальном плане 0x  «старой» задачи ЛП имеют 
место соотношения: = 0, j0

jx ∈ J H , и по построению, 0< f <1. Следовательно, 

для выполнения ограничения (44) надо положить = –f <0. Однако это про-

тиворечит условию  0. Таким образом, мы видим, что оптимальный план 
«старой» задачи ЛП не удовлетворяет ограничению (44) и, следовательно, не 
является планом новой задачи ЛП. В этой ситуации новую задачу ЛП разумно 
решать двойственным симплекс-методом [2, 8], начиная процесс вычисления с 
оптимального двойственного базисного плана старой задачи ЛП. 

0
*j

x
0
*jx ≥

Рассмотрим шаг 2. Для того чтобы размеры задачи ЛП не росли неогра-
ниченно, поступаем следующим образом. Если  0, то перед тем, как 
построить новое отсекающее ограничение, выбросим отсекающее ограничение, 
породившее искусственную переменную ,  

0
БJ I искJ ≠

*jx *j ∈ 0
БJ I искJ . Исключим из за-

дачи ЛП искусственную переменную , подставив вместо неё в другие отсе-

кающие ограничения, содержащие переменную , её выражение через другие 
переменные, найденное из «выбрасываемого» отсекающего ограничения. 

*jx

*j
x

Дополнительное ограничение, соответствующее , можно выбросить, 
так как вхождение искусственной переменной  в оптимальный базис озна-
чает, что это ограничение пассивно. Используя эту процедуру выбрасывания 
лишних ограничений, всегда можно добиться того, что в решаемой задаче ЛП 
будет не более чем n основных ограничений. 

*jx

*jx

Теоретически доказано, что описанный алгоритм сходится к оптимуму за 
конечное число итераций. 

Пример. Рассмотрим задачу 
21  + 11  max,     (45) 1x 2x →

7 + 4 + =13,    0,    j = 1x 2x 3x jx ≥ 3,1 ,    (46) 

jx   0 – целое,    j = ≥ 3,1 .    (47) 
Решим данную задачу методом Гомори. Алгоритм опишем по итерациям. 

Итерация 1. Решим задачу ЛП (45), (46) симплекс-методом [2, 9]. В ре-
зультате получим оптимальный базисный план 

0
1x  = 

7
13 ,   = = 0,   = {1}. 0

2x 0
3x 0

БJ

Базисная матрица =  и обратная к ней матрица  имеют вид БA )Jj,A( j
0
Б∈ 1-

БA
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,A 7Б =    = 1-
БA

7
1 . 

Выберем i =1, подсчитаем вектор 0 y′=
0ie′ ( ) =БA 1−

7
1  и получим ограничение 

вида (37) 

1x  + 
7
4

2x  + 
7
1

3x  = 1
7
6 . 

По последнему ограничению построим отсекающее ограничение вида (41) 
–

7
4

2x  – 
7
1

3x  +  = –4x
7
6 ,  0.   (48) 4x ≥

Добавим ограничение (48) к задаче (45), (46) и перейдем к следующей итера-
ции. 

Итерация 2. Решим задачу ЛП (45), (46), (48). Она имеет решение: 
0
1x  = 1,   = 10

2x
2
1 ,   = 0,   = 0,   = {1, 2}. 0

3x 4x 0 0
БJ

Базисная матрица =  и обратная к ней матрица  имеют вид БA )Jj,A( j
0
Б∈ -1

БA

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=

7
40

47
БA , 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=−

4
70

1
7
1

1
БA . 

Выберем  = 2, положим  = (0, 1)  = (0, 0i y′ 1−
БA

4
7

− ). Используя найденный век-

тор y, построим ограничение вида 
,xa

Jj
jj β=∑

∈ H

 (49) 

где = A , ja y′ j β = b. На данной итерации матрица условий A и вектор правых 
частей  b текущей задачи ЛП имеют вид 

y′

A= ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−−
7
6

13
   1

7
1

01

7
40

47
b, . 

Следовательно,  0,   1,  =1a =2a =3a  1/4,  =4a –7/4,  =β  3/2 и ограничение 

(49) принимает вид  + 2x
4
1

3x  – 
4
7

4x  = 3/2. 

По этому ограничению сформируем отсекающее ограничение вида (41) 
–

4
1

3x –
4
1

4x + = –5x
2
1 .     (50) 

Добавим ограничение (50) к задаче (45), (46), (48) и перейдем к следующей 
итерации. 

Итерация 3. Решим задачи ЛП (45), (46), (48), (50) симплекс-методом. В 
результате будет найдено ее решение 

0
1x =0,  =3,  =1,  = 1,  =0,  ={2, 3, 4}. 0

2x 0
3x 0

4x 0
5x 0

БJ
Это решение является целочисленным. Следовательно, оно является решением 
исходной задачи ЦЛП (45) – (47). 
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Отметим, что если бы последнее решение было нецелочисленным, то на 
следующей итерации перед началом формирования нового отсекающего огра-
ничения мы удалили бы из последней задачи ЛП (т.е. из задачи (45), (46), (48), 
(50)) ограничение (48), «породившее» искусственную переменную , которая 
вошла в оптимальный базис, а в остальные ограничения (например, в (50)) под-
ставили бы вместо переменной  ее выражение через другие переменные, 
найденное из (48), т. е. в (50) вместо  подставили бы 

4x

4x
4x

4x  = 
7
4

2x  + 
7
1

3x  – 
7
6

. 

В результате ограничение (50) приняло бы вид 

7
1

− 2x  
7
2

− 3x  = 
7
5

−  или .xx 52 32 =+  

Глава 2. Динамическое программирование 
 

Динамическим программированием называется вычислительный 
метод решения специальных задач математического программирования и 
оптимального управления, математические модели которых имеют харак-
тер многоэтапных и динамических процессов. 

 
 

§ 1. Основные принципы 
динамического программирования 

 
В динамических методах приближения к решению (оптимальному плану) 

строятся по решениям последовательности аналогичных задач меньшей раз-
мерности (состоящих из меньшего числа этапов). Процесс решения как бы раз-
вертывается во времени. В статических методах количество этапов фиксирова-
но и итерации представляют собой переходы от одного элемента (плана) к дру-
гому в пространстве фиксированной размерности. 

Для того чтобы применить методы динамического программирования, 
необходимо, чтобы математическая модель решаемой задачи имела «динамиче-
ский характер». Не всегда в исходной постановке задачи удается разглядеть ее 
«динамический характер». Поэтому очень важно научиться представлять моде-
ли в таком виде, в котором выявляются их динамические свойства. 

Однако не существует простых правил, механическое применение кото-
рых в любой задаче позволяет выявить ее динамические свойства. Это в неко-
торой степени является искусством. И здесь лучшим учителем является опыт и 
интуиция. 

Многие конкретные оптимизационные задачи удается сформулировать 
несколькими внешне различными способами, причем в каждой из формулиро-
вок в центре внимания находится та или иная структурная зависимость. 

 
Метод динамического программирования основан на трех главных этапах. 
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1. Инвариантное погружение исходной задачи в семейство аналогичных 
задач (исходная задача должна принадлежать этому семейству). Реализация 
этого этапа может быть неоднозначной и в каждом конкретном случае зависит 
от опыта, изобретательности и интуиции исследователя. От вида инвариантного 
погружения зависят все последующие построения и эффективность полученно-
го метода в целом. На первом этапе, когда настроено инвариантное погруже-
ние, вводится функция Беллмана – оптимальное значение целевой функции про-
извольной задачи из рассматриваемого семейства. 

2. Второй этап решения задачи методом динамического программиро-
вания состоит в получении уравнения для функции Беллмана. На этом этапе 
используется принцип оптимальности Беллмана: оптимальная стратегия об-
ладает тем свойством, что, каков бы ни был путь  достижения некоторого  
состояния, последующие решения должны принадлежать оптимальной страте-
гии для оставшейся части процесса, начинающегося с этого состояния. 

3. Поиск решения уравнения Беллмана и построение по нему решения ис-
ходной задачи. 

Изложим основные приемы метода динамического программирования на 
ряде конкретных задач линейного программирования. 

 
 

§ 2. Задача распределения ресурсов 
 

Имеется сырье в объеме c и n технологических процессов. Если количе-
ство x сырья используется в i-м технологическом процессе, то получается при-
быль ) . Как распределить сырье между процессами, чтобы получить мак-
симальную прибыль? 

( xf i

Пусть  – количество сырья, выделяемое на i-й процесс. Тогда матема-
тическая модель сформулированной задачи имеет вид 

ix

∑
=

→
n

i
ii xf

1
max)( , , , ∑

=
=

n

i
i cx

1
0≥ix n,i 1= .  (1) 

Специфика задачи нелинейного программирования (1) состоит в том, что его 
целевая функция и функция ограничений сепарабельны, т.е. представимы в ви-
де суммы функций одной переменной. 

Решим задачу (1) методом динамического программирования. 
Осуществим первый этап – инвариантное погружение в семейство за-

дач. Для задачи (1) этот этап состоит в рассмотрении совокупности задач рас-
пределения ресурсов в объеме y между k технологическими процессами: 

max)(                   :),(
1

→∑
=

k

i
ii xfykP , ∑ , , 

=
=

k

i
i yx

1
0≥ix ki ,1= ,  (2) 

где , cy ≤≤0 nk ≤≤0  – параметры семейства. При y = c и k = n получим ис-
ходную задачу. 
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Оптимальное значение целевой функции задачи (2) назовем функцией 
Беллмана : )( yB k

∑
=

=
k

i
iik xfyB

1
)(max)( , , , ∑

=
=

k

i
i yx

1
0≥ix ki ,1= .  (3) 

Перейдем ко второму этапу – составлению уравнения Беллмана на ос-
нове принципа оптимальности. Сущность этого принципа для задачи (1) 
выражается приводимыми ниже рассуждениями. 

Отметим, что при составлении уравнения Беллмана проверяется правиль-
ность инвариантного погружения. С другой стороны, способ погружения ска-
зывается на виде уравнения. 

В задаче (2) с k процессами и запасом сырья y выделим k-му процессу сы-
рье в количестве z, . При этом размер прибыли от k-го процесса будет 
равен . 

yz ≤≤0
)

)

( zf k

На оставшиеся процессы с номерами 1, 2, …, k – 1 остается сырья в коли-
честве y – z. Из принципа оптимальности следует, что это сырье y – z между 
процессами 1, 2, …, k – 1 нужно распределять оптимальным образом, ибо в 
противном случае при заданном количестве сырья z для k-го процесса можно 
получить большую прибыль, если сырье в объеме y – z разделить между про-
цессами 1, 2, …, k – 1 оптимальным образом. 

Согласно определению (3), размер максимальной прибыли от распреде-
ления y – z единиц ресурса между процессами 1, 2, …, k – 1 равен (1 zyB k −− . 

Таким образом, если запас сырья равен y, то при выделении k-му процес-
су z единиц ресурса от всех k-х процессов получаем прибыль 

)()( 1 zyBzf kk −+ − .     (4) 

Изменяя количество z в пределах yz ≤≤0 , находим значение )  – опти-
мальное количество сырья на k-й процесс, при котором общая прибыль (4) мак-
симальна: 

(0 yx k

])()([max))(())(( 1
0

1
0 zyBzfyxyByxf kkkkkk −+=−+ −− , .     (5) yz≤≤0

С другой стороны, согласно (3), максимальная прибыль от k-х процессов при 
количестве сырья y равна . Учитывая это, получаем )y(Bk

])()([max)( 1
0

zyBzfyB kk
yz

k −+= −
≤≤

, nk ,1= , . (6) cy≤≤0

Параллельно с функцией  можно строить функцию , )( yB k )(0 yx k cy≤ ≤0 , 

где )  – значение параметра (0 yx k ]0[ y,z∈ , на котором достигается максимум 
в правой части выражения (6). 

Уравнение (6) называется уравнением Беллмана. 
Поскольку уравнение (6) рекуррентно относительно аргумента k функ-

ции , то для его решения необходимо задать начальное условие. Это ус-
ловие можно получить из (3), если положить k = 1: 

)y(Bk
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)(max)( 111 xfyB = , yx =1 , . 01 ≥x

Таким образом, начальное условие для уравнения Беллмана (6) имеет вид 
)()( 11 yfyB = .     (7) 

Рассмотрим третий этап – поиск решения уравнения Беллмана (6), (7) 
и построение по нему решения исходной задачи. 

Начальное условие у нас задано – это условие (7). В уравнении (6) поло-
жим k = 2: 

])()([max])()([max)( 12
0

12
0

2 zyfzfzyBzfyB
yzyz

−+=−+=
≤≤≤≤

.  (8) 

В этом выражении под знаком максимума стоят известные функции. Поэтому 
формула (8) позволяет вычислить  максимизацией  известной  функции )(2 yB
одной переменной. Положим далее в (6) k = 3: 

])()([max)( 23
0

3 zyBzfyB
yz

−+=
≤≤

. 

Функция )  задана, функция )  определена выше, следовательно, 
под знаком максимума стоит известная функция и мы можем теперь опреде-
лить функцию )  максимизацией известной функции одной переменной z. 
И так далее. В результате будут построены функции , …, , 

. Согласно (3), число  – максимальная прибыль для исходной за-
дачи (1). 

(3 yf (2 yB

(3 yB
)(1 yB )( yB n

cy≤≤0 )( cB n

Чтобы найти оптимальное распределение сырья по технологическим про-
цессам, обратимся к выражению (5) и совершим обратный ход решения урав-
нения Беллмана. 

Положим в (5) k = n, y = c и, согласно (5), найдем число , которое, 
по определению, равно оптимальному количеству сырья, выделяемому на про-
цесс n, если объем сырья на все n процессов равен c. Таким образом, компонен-
та  оптимального плана  исходной задачи (1) опреде-

лена: . 

)(0 cx n

0
nx )...,,,( 00

2
0
1

0
nxxxx =

)(00 cxx nn =

Если n-му процессу выделили  единиц сырья, то на остальные n-1 про-

цессов осталось  единиц. 

0
nx

0
nxc −

Положим в (5) 1−= nk ,  и найдем . По определе-

нию )  равно оптимальному количеству сырья, которое дается 

( 1)-му процессу при условии, что  единиц сырья надо разделить оп-
тимальным образом между первыми 1

0
nxcy −= )( 00

1 nn xcx −−

( 00
1 nn xcx −−

−n 0
nxc −

−n  процессами. Таким образом, получа-
ем . )( 00

1
0

1 nnn xcxx −= −−

Продолжив процесс решения, найдем компоненты  решения 
исходной задачи (1). Проанализируем результат. 

0
1

0
2 ...,, xx n−
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Достоинства метода: 
1. Исходная задача (1) максимизации по n переменным свелась к (n–1) за-

дачам (6) максимизации по одной переменной, причем результат – глобально 
оптимальный план. 

2. В процессе решения не использовались аналитические свойства эле-
ментов задачи, исходные функции могли быть заданы таблично, графически, 
алгоритмически и т.д. 

3. По результатам вычислений )y(Bk  легко построить решение задачи 
(1) при варьированных значениях параметров c и n, что позволяет провести 
анализ чувствительности решений задачи (1) к изменениям указанных парамет-
ров. 

 
Недостатки метода 
Основным недостатком метода является «проклятие размерности». Суть 

этого недостатка состоит в том, что при решении уравнения Беллмана (6) при-
ходится запоминать функции ) . В рассмотренной выше задаче с распре-
делением сырья одного вида ими оказались функции одного аргумента. В об-
щем случае количество аргументов равно количеству видов сырья. Табулиро-
вание функций многих переменных (n > 2) требует очень много места в опера-
тивной памяти, что затрудняет реализацию метода. 

( yB k

Существуют способы борьбы с «проклятием размерности», но эти спосо-
бы годятся не для всех задач. 
 

Пример. Рассмотрим пример с данными из табл. 2.1. 
 

Таблица 2.1 

c = 5, n = 3 
x 0 1 2 3 4 5 

)x(f1  0 1 2 3 4 5 
)x(f2  0 0 1 2 4 7 
)x(f3  0 2 2 3 3 5 

 
Определим функции Беллмана по правилу: 

])()([max)( 12
0

2 zyBzfyB
yz

−+=
≤≤

, .])()([max)( 23
0

3 zyBzfyB
yz

−+=
≤≤

 

Например 
=−+=

≤≤
))4()((max)4( 12

40
2 zBzfB

z
 

),2()2(),3()1(),4()0({ 121212 BfBfBf +++=  

4)}0()4(),1()3( 1212 =++ BfBf . 
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Значения функций Беллмана представим в табл. 2.2, где в каждой клетке наряду 
со значением функции Беллмана  в скобках укажем значение , 
на котором достигает максимума правая часть уравнения (6). 

)( yB k )(0 yx k

 
Таблица 2.2 

y 1 2 3 4 5 
)y(B1  1 2 3 4 5 

)y(B2  1(0) 2(0) 3(0) 4(0,4) 7(5) 
)y(B3  2(1) 3(1) 4(1) 5(1) 7(0) 

 
Из табл. 2.2 видно, что максимальная прибыль в рассматриваемой задаче равна 

. Найдем оптимальное распределение ресурсов. Поскольку  
= 0, то третьему технологическому процессу назначаются ресурсы в объеме 

0. На остальные процессы 1 и 2 остается ресурсов 5

753 =)(B =)5(0
3x

=0
3x 05 =− . Прибыль от 

реализации процессов 1, 2 при объеме ресурсов 5 равна  и 

. Значит, второму процессу назначается ресурс в объеме 5: . 

На первый процесс остается ресурса в объеме 5 – 5 = 0. Следовательно, . 

Получили оптимальный план ( , , ). 

7

0)3(0
2 =x

)5(2 =B

5)5(0
2 =x 50

2 =x
00

1 =x
00

1 =x 50
2 =x 00

3 =x
Изменим теперь в задаче одно условие: положим теперь c = 4. Согласно 

таблице, имеем:  – это максимальная прибыль, . Следова-
тельно, на первый и второй процессы остается ресурса в объеме 3. Далее 
по таблице находим  и . На первый процесс остается ре-

сурса в объеме 3 – 0 = 3. Оптимальный план распределения ресурсов ( , 
, ). 

5)4(3 =B 1)4(0
3 =x

14 =−
3)3(2 =B

30
1 =x

00
2 =x 10

3 =x
 

§ 3. Задача сетевого планирования 
 

В сетевом планировании исследуются проблемы реализации сложных 
проектов (комплексов работ), состоящих из большого количества отдельных 
работ, которые должны выполняться в определенной технологической после-
довательности. Одна из основных задач сетевого планирования – расчет вре-
мени выполнения проекта. 

Составим сетевую модель задачи. Факт (явление) начала (или окончания) 
какого-либо множества работ из заданной совокупности работ проекта назовем 
событием и поставим ему в соответствие узел i∈I. Работу, которая может на-
чаться после события i∈I и которая предшествует событию j, обозначим дугой 
(i, j) ∈ U. Ни одна работа (i, j) ∈ U не может начаться, если не завершены все 
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работы (k, i) ∈ U, k ∈  = {k ∈ I: ∃ (k, i) ∈ U}, т.е. ни одна работа (i, j) ∈ U не 
может начаться до наступления события i; момент наступления события i опре-
деляется моментом завершения всех работ (k, i), k ∈ . 

−
iI

−
iI

На сети1 S = {I, U} выделим два узла: s – начальное событие (начало вы-
полнения проекта) и t – конечное событие (завершение проекта). По построе-
нию верны соотношения =−

sI  ∅, +
tI  = ∅, где  = {j ∈ I: ∃ (i, j) ∈ U}. +

iI
Каждой дуге (i, j) ∈ U припишем одну характеристику  – время 

выполнения работы (i, j). Обозначим через , i ∈ I, момент наступления собы-
тия i; 

0>ijc

ix
sx  = 0. Из технологических требований, имеющихся в проекте и отра-

женных в структуре сети S, следуют неравенства 
,Ij,Ii,xcx jjiji ∈∈≤+ −     (9) 

которые означают, что событие j наступает не раньше, чем будут завершены 
все работы (i, j), i ∈ , которые предшествуют этому событию j. −

jI
Из (9) следует, что в сети S нет контуров. Действительно, предположим, 

что в S существует контур и обозначим через  ⊂ U дуги этого контура. 
Просуммируем неравенства (9) по дугам (i, j) ∈  и получим 

контU
контU

 
∑
∈ контU(i,j)

ijc  ≤ 0. 

Однако это противоречит предположению cij > 0, (i, j) ∈ U. 

Далее будем предполагать, что 
+
iI  ≠ ∅, i ∈ I \ t;  ≠ ∅, i ∈ I \ s, −

iI
ибо этого всегда можно добиться, модифицируя сеть S и не нарушая техноло-
гической последовательности выполнения работ. 

Минимальное время выполнения проекта определяется наименьшим чис-
лом 0

tx , которое в совокупности с числами 
0;\,0 00 =∈≥ si xtIix      (10) 

 
удовлетворяет неравенствам (9). 

Поскольку для окончания проекта необходимо, чтобы все работы были 
завершены, то длина каждого пути из s в t, равная сумме Σ cij , вычисленной 
вдоль дуг пути, не меньше чем . Чтобы убедиться в этом, достаточно сло-
жить неравенства (9) вдоль этого пути. С другой стороны, очевидно, что най-
дется такая последовательность работ, составляющая путь из s в t, общая про-
должительность которых равна . 

0
tx

0
tx

                                                           
1 Определения основных понятий на сети S приведены в главе 3. 
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Таким образом, задача вычисления  сводится к поиску пути из s в t с 
максимальной длиной 

0
tx

∑ ijc . Такой путь принято называть критическим. 
Заметим, что сформулированная задача: 

найти  min при условиях (9), (10)    (11) →− st xx

является двойственной к задаче о потоке минимальной стоимости на сети S 
[2, 7] с дуговыми стоимостями –  < 0 и интенсивностями узлов ijc 1=sa , 

, a1−=ta t = –1,  = 0, i ∈ I \ {s, t}. При этом числа , i ∈ I – оптимальные по-
тенциалы в задаче о потоке минимальной стоимости. Следовательно, задачу 
(11) можно решать методом потенциалов, который мы рассмотрим в курсе 
«Методы оптимизации» [9]. 

ia 0
ix

Используя специфику задачи (11), решим её методом динамического про-
граммирования. Итак, мы решаем задачу о построении критического (макси-
мального) пути из s в t. 

Согласно общей схеме динамического программирования, осуществим 
первый этап – инвариантное погружение в семейство задач. 

Общая задача семейства состоит в построении максимального пути из s в 
любой узел j ∈ I. Длина BBj этого пути называется функцией Беллмана. 

Осуществим второй этап – составим уравнение Беллмана, которому 
удовлетворяет функция Беллмана BBj. Для этого поступим следующим образом. 
Будем исследовать пути из s в j. Вначале предположим, что последней дугой 
пути из s в j является дуга (i, j) ∈ U, где i ∈ , что в узел i из s мы попали вдоль 
пути максимальной длины, т. е. вдоль пути длины Bi

−
jI

B . Тогда длина рассматри-
ваемого пути из s в j через i равна 

BBi + сij .      (12) 

Переберем все узлы i∈  и найдем максимальное среди чисел (4): −
jI

−∈ jIi
max  )cB( iji + .     (13) 

Рассуждая от противного, легко показать, что число (13) равно длине макси-
мального пути из s в j. По определению длина максимального пути из s в j рав-
на BBj , следовательно, 

jB  = )cB(max iji
Ii j

+
−∈

.    (14) 

Уравнение (14) – это уравнение Беллмана. 
Значение функции Беллмана для узла s известно: 

sB  = 0.      (15) 

Равенство (15) – краевое (начальное) условие для уравнения (14). В отличие от 
рассмотренного ранее примера уравнение Беллмана (14) не является явно ре-
куррентным. 
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Для решения уравнения (14) с начальным условием (15) разработаем спе-
циальный метод, называемый методом пометок. 

 
Алгоритм метода пометок. Обозначим через I* множество узлов i ∈ I, 

для которых известна функция Беллмана BBi. Множество I* не пусто, так как, 
согласно (7), s ∈ I*. Если t∈I*, то задача решена, BBt – длина максимального пути 
из s в t. Для восстановления этого пути надо осуществить «обратный ход» ре-
шения уравнения Беллмана. Эту процедуру рассмотрим ниже. Для того чтобы 
легче осуществить «обратный ход», будем для узлов i ∈ I* кроме функции 
Беллмана BBi задавать еще функцию f(i) ∈ I. На первом шаге имеем 

I* = {s}, BBs = 0, f(s) = 0. 

Пусть t ∉ I*. В сети S построим множество узлов w(I*) = {j ∈ I: (i, j) ∈ U, j ∉ I*, 
i ∈ I*}, соседних с I*. В силу того, что в сети S нет контуров, среди узлов 
j ∈ w(I*) обязательно найдется узел j*, для которого 

−
*jI  ⊂ I*.       (16) 

Поскольку для узлов i ∈ I* значения BBi функции Беллмана уже известны, 
то из уравнения (14) можно найти 

 
BBj*  = (c

−∈ *jIi
max ij*  + BiB ) = ci*j* + BBi*.   (17) 

Полагаем I* = I* ∪ j* , f(j*) = i* и переходим к следующей итерации. 
 

Замечание. Узлов типа j*, для которых верно (16), может оказаться не-
сколько. Для всех них по правилам (17) находим функцию Беллмана и функ-
цию f(j) и все эти узлы добавляем к множеству I*. 

Очевидно, что через конечное число (меньшее либо равное | I |) шагов мы 
придем к ситуации, когда t ∈ I*. Это означает, что задача решена: BBt – длина 
максимального пути из s в t. 

Осуществим «обратный ход» для нахождения максимального пути: {t, i1, 
i2, …, ik, s} по правилу: 

i1 = f(t), i2 = f(i1), …, ik = f(ik-1), s = f(ik ).   (18) 
Пример. Рассмотрим сеть, изображенную на рис. 2.1, где s = 1, t = 4. 
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Рис. 2.1 

 

Числа, указанные на дугах, равны длине соответствующей дуги. На этом 
же рисунке приведены значения функции Беллмана ,6,1   , =jB j  определен-

ные по методу пометок. Вторые метки 6,1   ),( =jjf , позволяют восстановить 
критический путь из s в t по правилу (18): 

).1(:   ;6)2(:   ;2)3(:   ;3)(: 4321 fififitfi =======  

 

Следовательно, искомый путь имеет вид 
.ts =→→→→= 43261  

 
Замечание. Работы, входящие в критический путь, должны начинаться в 

строго фиксированные моменты времени: например, работа (i, j) ∈ Uкр.путь не 
может (чисто физически) начаться раньше момента времени ; если же она 

начнется позже момента , то это приведет к увеличению времени выполне-
ния всего проекта. 

0
ix

0
ix

Для работ, не принадлежащих критическому пути, есть возможность не-
сколько варьировать момент их начала без увеличения общей продолжительно-
сти выполнения всего проекта. Пусть (i, j) ∉ Uкр.путь, тогда работа (i, j) чисто 
физически не может начаться раньше момента . Но мы можем начать работу 
(i, j) в любой момент вида 

0
ix

 
,0

iji tx Δ+  где , ]   ,0 [ 00
iijjij xcxt −−∈Δ

 
без ущерба для общего времени выполнения проекта. 

Эту возможность «сдвига» работ некритического пути используют при 
сетевом планировании распределения ресурсов (например трудовых ресурсов), 
при решении следующей задачи: определить такие ijtΔ , (i, j) ∈ U, чтобы в каж-
дый момент времени для выполнения текущих работ требовалось минимальное 
количество рабочих. Моменты времени , i ∈ I, считаются уже найденными и 
фиксированными. 

0
ix

 
§ 2. Кратчайшие пути между всеми парами вершин 
(задача о многополюсной кратчайшей цепи) 
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 1. Обоснование метода решения с помощью динамического програм-
мирования. Рассмотрим задачу нахождения кратчайших путей между всеми 
парами узлов сети }{ U,IS = . Пусть }2{1 n,...,,I =  – множество узлов сети S, 

 – длина дуги ijc 0≥ Uji ∈),( . Считаем, что ∞=ijc , если Uji ∉),( , и дуги из U 
являются ориентированными. Если одна из дуг (или несколько дуг) является 
неориентированной, то считаем, что в сети есть ориентированные дуги ),( ji  и 

),( ij  с одинаковой длиной jiij cc = . 
 Для решения поставленной задачи будем использовать алгоритм, разра-
ботанный Флойдом. Для обоснования алгоритма воспользуемся методом дина-
мического программирования. 

1-й этап. Осуществим инвариантное погружение исходной задачи в се-
мейство (состоящее из n задач) аналогичных задач. Каждая j-я задача, где 

n,...,,j 21= , данного семейства формулируется следующим образом: для каж-
дой пары узлов Ik,i ∈  найти путь минимальной длины, промежуточные узлы 
которого могут принадлежать только множеству узлов }2{1 j,...,, . 

Обозначим через d длину минимального пути из i  вj
ik   k  п и условии, что 

промежуточными могут быть только узлы из }2{1

р

j,...,, о построению j
ikd  

это функция Беллмана. 
. П  –

2-й этап. Составим уравнение Беллмана для функции Беллмана. С этой 
целью для пары узлов Ik,i ∈  рассмотрим все пути, которые могут проходить 
через узлы }121{ +j,...,, . Все такие пути можно разбить на две группы: 

а) пути, не содержащие узел 1+j ; 
б) пути, содержащие узел 1+j . 

Найдём длину минимального пути в группе «а». Согласно определению функ-
ции Беллмана, длина такого пути равна j

ikd . 
 Теперь найдём длину минимального пути в группе «б». Ясно, что длина 
такого пути равна . Значит, длина минимального пути из  в j

kj
j

ij dd 11 ++ + i k  с 

промежуточными узлами, принадлежащими множеству }121{ +j,...,, , равна 

. }{ 11
j

kj
j

ij
j

ik dd,dmin ++ +
Следовательно, согласно определению функции Беллмана, имеем 
 

Ik,i,dd,dmind j
kj

j
ji

j
ik

j
ik ∈∀+= ++
+ }{   11 

1 .   (18) 
 

Уравнение (18) – это уравнение Беллмана. Из него, в частности, следует, что 
Ik,i,dd,dd j

ji
j

ji
j

kj
j

kj ∈∀== +
+
++

+
+ 1 

1
1    1

1
  1    . 

Кроме того, очевидно, что 
0=j

iid  при n,j,Ii 1=∀∈∀ . 
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 Зададим начальные условия для уравнения Беллмана: 
 

ki;n,k;n,i,cd;n,i,d ikikii ≠=====   1  1    10 00 .  (19) 
 

Напомним, что равенство  означает, что в сети ∞=ikc }{ U,IS =  нет дуги 
),( ki . 
3-й этап. Решим уравнение Беллмана (прямой ход) и по нему восстано-

вим решение исходной задачи (обратный ход). Уравнение (18) имеет явно вы-
раженный динамический характер (динамика идёт по n,...,,j 21= ). Для по-
строения и запоминания функции Беллмана удобно использовать матричный 
метод, который позволит нам запоминать длины кратчайших путей и восстано-
вить дуги, входящие в эти пути. 

 
 2. Алгоритм Флойда. На каждой итерации алгоритма строятся две 

-матрицы: D и R. Матрица D называется матрицей длин кратчайших 
путей и содержит текущие оценки длин кратчайших путей, т.е. на j-й итерации 
имеем 

)( nn×

),1,,1,( ninkdD j
ik

j === . 

Алгоритм начинает работу при    ,),1,,1,( 00 ninkdD ik === где числа 0
ikd  оп-

ределены согласно (19). Для построения  используется трёхместная опера-
ция (18) при 

1D
1=j , и т.д. 

 Матрица R называется матрицей маршрутов и служит для нахождения 
промежуточных узлов (если такие имеются) кратчайших путей. На j-й итерации 
она определяется как ),1,,1,( ninkrR j

ik
j === , где  – первый промежуточ-

ный узел кратчайшего пути из i в k, получаемого на j-й итерации. Алгоритм на-
чинает работу при 

j
ikr

),1,,1,( 00 ninkrR ik === , где krik =
0 . На j-й итерации эле-

мент j
ikr  получается по следующим правилам: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

+>
=

−

−−−−

.случае противном в  

,   если   ,
1

1111

j
ik

j
jk

j
ij

j
ij

j
ijj

ik
r

dddr
r    (20) 

После построения  и  нужно последовательно построить матрицы 
, используя правила пересчёта (18), (20). 

0D 0R
n,...,,j,R,D jj 21=

 Опишем подробнее реализацию трёхместной операции (18) на j-й итера-
ции, используя матрицы 1−jD  и 1−jR , полученные на (j-1)-й итерации. 

Шаг 1. Вычеркнем элементы j-й строки и j-го столбца матрицы 1−jD . На-
зовём элементы j-й строки и j-го столбца базисными элементами (базисной 
строкой и столбцом соответственно). 

Шаг 2. Для каждого элемента )k,i( , jk,ji ≠≠ , матрицы расстояний 
(начиная с первого и не принадлежащего ни базисной строке, ни базисному 
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столбцу) сравним числа 1−j
ikd  и сумму соответствующих элементов базового 

столбца и базовой строки 11 −− + j
jk

j
ij dd . Если 111 −−− ≥+ j

ik
j
jk

j
ij ddd , то полагаем 

1−= j
ik

j
ik dd  и выбираем новые значения для переменных и k. Если 

, то полагаем 

i
111 −−− <+ j

ik
j
jk

j
ij ddd

11 −− += j
jk

j
ik ddd j

ij  

и переходим к новым переменным и i k . При этом параллельно изменяем эле-
менты матрицы  на элементы матрицы  согласно правилам (20). Для 
элементов базисной строки и базисного столбца полагаем 

1−jR jR

 
n,k,dd;n,i,dd j

jk
j
jk

j
ij

j
ij 11 11 ==== −− , 

т.е. они не меняются. 
 Анализируя соотношения (18), можно разработать правила, упрощающие 
пересчёт матриц . jj DD →−1

 Ясно, что если  (т.е. i-й элемент базисного столбца равен ∞=−1j
ijd ∞ ), то 

все элементы i-й строки остаются прежними и не пересчитываются: 

n,k,dd j
ik

j
ik 11 == − . 

Аналогично, если  (т.е. ∞=−1j
kjd k -й элемент базисной строки равен ), то все 

элементы k-го столба остаются прежними и не пересчитываются: 
∞

n,i,dd j
ik

j
ik 11 == − . 

При реализации пересчёта  удобно из таблицы вычёркивать строки 
и столбцы, не подлежащие пересчёту. 

jj DD →−1

Пусть матрицы jD и jR найдены. При nj <  переходим к новой (j+1)-й 
итерации. При j = n STOP. Матрица nD  состоит из длин минимальных путей. 
Матрица nR  используется для восстановления минимального пути. 
 Опишем процедуру восстановления кратчайшего пути. 
 Предположим, нас интересует минимальный путь из  в . Длина этого 

пути равна . Для восстановления пути из  в  рассмотрим элементы 

матрицы : 

0i 0j
n

jid
00

0i 0j
nR

1. Найдём элементы . Пусть , значит,  – первый промежу-

точный узел кратчайшего пути из  в . 

n
jir 00

n
jir:i

00
1 = 1i

0i 0j
2. Найдём элемент . Пусть , следовательно, – первый про-

межуточный узел кратчайшего пути из  в ;  – второй промежуточный 

n
jir 01

2
01

irn
ji = 2i

1i 0j 2i
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узел кратчайшего пути из  в  и т.д., пока для некоторого  ни получим 

. Таким образом, минимальный путь из  в  последовательно про-

ходит через узлы . 

0i 0j si

00
jrn

jis
= 0i 0j

0210 j,i...,,i,i,i s
 
Пример. Крупное учреждение планирует разработать систему внутренней 

доставки почты, основанную на использовании линии пневматической связи, 
для распределения корреспонденции между 8 отделами. Некоторые отделы бу-
дут только отсылать корреспонденцию в другие отделы, не имея при этом воз-
можности получать почту. Все остальные отделы могут получать и отправлять 
почту. Расположение линий пневматической связи изображено на рис. 3.6. 

Каждому отделу соответствует узел, каждая дуга – это линия связи. Числа на дугах – 
расстояния между отделами. 

 
 
 

 

Рис. 3.6 
 
 
 Для того чтобы каждый отдел при пересылке почты в другой отдел смог 
бы определить оптимальный путь, необходимо заготовить таблицу, указываю-
щую кратчайший путь между каждой парой отделов. Для построения такой 
таблицы воспользуемся алгоритмом Флойда. 
 Согласно алгоритму, начальные матрицы кратчайших путей и маршрутов 
имеют вид 
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Итерация 1. 1=j  – базовый элемент. Из матрицы  вычёркиваем 1-й 

столбец и 1-ю строку. Кроме того, столбцы 3, 5, 6, 7, 8 и строки 3, 5, 6, 7, 8 так-
же можно вычеркнуть, так как в базовой строке и в базовом столбце на соответ-
ствующих местах стоят . Следовательно, рабочая матрица имеет вид 

0D

∞

Диагональные элементы матрицы D можно не рассматривать. Значит, необхо-
димо исследовать две оценки d и d  Применение трёхместной операции 
даёт следующие результаты: 

0  
 .

1

0
24

0
42

12}39 {   }{ 0
11

0
21

0
24

1
24 =+∞=+= ,mindd,dmind , 

12}93{ }{ 0
12

0
41

0
42

1
42 =+∞=+= ,mindd,dmind . 

Новые оценки лучше старых: , , поэтому полагаем , 

. Все остальные элементы матриц  и 

0
24

1
24 dd < 0

42
1
42 dd < 1

24 =r

11
42 =r 1D 1R  остаются прежними. Выпишем 
матрицы 1D  и 1R  
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Итерация 2. Определим узел 2=j  как базовый и выделим в  вторую 

строку и второй столбец – это базовые строка и столбец. Кроме того, можно 
вычеркнуть столбцы 6, 7, 8 и строки 6, 7, 8, так как в базовых строке и столбце 
на соответствующих местах стоят 

1D

∞ . «Рабочая» матрица  имеет вид 1
pD

0475
021234

42023
7122092

3901
54321

1

∞∞
∞

∞

∞∞

=pD . 

Применяем трёхместную операцию к элементам матрицы  (диагональные 
элементы не пересчитываем): 

1
pD

 
{ } { } 1

13
1
23

1
12

1
13

2
13 1129 d,mindd,dmind <=+∞=+= , 

{ } { } 1
14

1
24

1
12

1
14

2
14 31293 d,mindd,dmind <=+=+= , 

 { } { } 1
15

1
25

1
12

1
15

2
15 1679 d,mindd,dmind <=+∞=+= , 

 { } { } 1
31

1
23

1
32

1
31

2
31 1129 d,mindd,dmind <=+∞=+= , 

{ } 1
34

2
34 22122 d,mind ==+= , 

{ } 1
35

2
35 4724 d,mind ==+= , 

 { } 1
41

2
41 3123 d,mind ==+∞= , 

 { } 1
43

2
43 20122 d,mind ==+= , 

  { } 1
45

2
45 19712 d,mind <=+∞= , 

 { } 1
51

2
51 1679 d,mind <=+∞= , 
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{ } 1
53

2
53 4274 d,mind ==+= , 

 { } 1
54

2
54 2127 d,mind <=+∞= . 

Остальные ! Следовательно, полагаем  

и все остальные  не меняем: . Запишем матрицы  и : 

12
ikik dd = 22

54
2

51
2
45

2
31

2
15

2
13 ====== rrrrrr

2
ikr 12

ikik rr = 2D 2R
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Выполняя аналогичные операции на итерациях 3, 4, 5, 6, 7, 8, мы получим мат-
рицы 83,i,R,D ii = . Матрицы 8D  и 8R  приведены ниже: 
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Для иллюстрации результатов, содержащихся в матрицах 8D , 8R , рас-

смотрим кратчайший путь из узла 1 в узел 5. Длина этого пути равна . 

Для того чтобы найти сам путь из 1 в 5, обратимся к матрице . Поскольку  
равно 4, то узел 4 является первым промежуточным узлом пути из 1 в 5. Затем, 
для того чтобы найти узел, следующий за узлом 4 в пути, ведущем в 5, опреде-
ляем значение . Данное значение равно 3. Значит, за узлом 4 следует узел 3. 

Далее находим . Следовательно, кратчайший путь из 1 в 5 проходит че-
рез узлы . 

9

5
Глава 4. Потоки в сетях 

8
15 =d

8R 8
15r

8
45r

58
35 =r
341 →→→
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 Популярность сетевых оптимизационных моделей, которые обычно яв-
яютс

разные, на пер-
ый 

§ 1. Примеры прикладных задач, имеющих сетевую форму 

 n 
пункт

л я частными случаями моделей ЛП, можно объяснить прежде всего сле-
дующими причинами. 
 Часто они относятся к задачам распределения продукции. Следовательно, 
модели этого класса имеют экономическую интерпретацию и могут найти при-
менение во многих промышленных фирмах и предприятиях. Кроме того, мате-
матическая структура сетей идентична структуре других оптимизационных мо-
делей, на первый взгляд не имеющих с ними ничего общего. Однако указанные 
две причины не могут служить основанием для выделения сетевых моделей в 
качестве предмета специального изучения. 
 Важнейшей причиной, обусловливающей целесообразность такого выде-
ениял , являются особенности математических характеристик сетевых моделей. 
Используя эти особенности, можно существенно повысить эффективность про-
цесса отыскания оптимальных решений задач, которые удаётся описать на «се-
тевом языке». В реальных примерах сетевые модели часто содержат тысячи пе-
ременных и сотни ограничений. В связи с этим применение эффективных мето-
дов становится не только выгодным, но просто необходимым. 
 Наконец, исследуя сети, можно убедиться, что разнооб
в взгляд, совершенно непохожие оптимизационные модели допускают 
применение общего метода, что, несомненно, обеспечивает существенные 
преимущества. 
 
 

 
1. Классическая транспортная задача (в матричной форме). Имеется
ов производства некоторого (одного) продукта. Обозначим через ai объём 

производства продукта в i-м пункте производства, .n,i 1=  Имеется m пунктов 
потребления этого продукта. Обозначим через bj объ ребления продукта в 
j-м пункте потребления, 

ём пот
m,j 1= . 

Перевозка единицы кции проду  из i-го пункта производства в j-й пункт 
потребления стоит 1    1= =ijc , i ,n, j ,m. Требуется составить такой план перево-
зок продукта от пун  в пункты потребления, чтобы: 

1) вывести весь продукт из каждого пункта производства; 
ктов производства

й из i-го пункта произ-
водст

2) удовлетворить спрос каждого пункта потребления; 
3) минимизировать общую стоимость перевозок. 
Обозначим через ijx  объём продукта, перевозимы
ва в j-й пункт потребления. Математическая модель задачи состоит в сле-

дующем: найти такой план перевозок ( ,m , j,n, ixx ij 11 === ), чтобы 
mn

,minxc
j

ijij
i

→∑∑
== 11

     (1) 
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x,n;i,ax
n

i
iji

m

j
ij 1   

11
== ∑∑

==
,,mj,b j 1==    (2) 

.m,j;n,i,xij 110 ==≥     (3) 
Иногда в условия задачи добавляют ещё одно требование

ки продукта из i-го пункта производства в j-й пункт
превышать заданного числа d . В этом случае огранич
ничен

: объём перевоз-
 потребления не должен 
ение (3) заменяется огра-ij

ием  
.m,j;n,i,dx ijij 110 ==≤≤     (3’) 

Задача (1) – (3) и метод её решения (метод потенциалов) были рассмотрены в
курсе «Методы

 
 оптимизации» [9]. Метод решения зад

лучить из метода решения задачи (1) – (3), зная прав

транспортной 
задачи путём включения в неё случаев, когда некоторые пункты являются тран-
зитн

ачи (1), (2), (3’) легко по-
ила симплекс-метода для 

задачи ЛП с двухсторонними ограничениями на переменные [3]. 
 

2. Сетевая модель транспортной задачи (задача о потоке минимальной 
стоимости). Большое значение имеет обобщение классической 

 
ыми. 
Имеется n пунктов i∈ I = {1,2,…,n}, которые связаны между собой систе-

мой дорог, которую удобно представлять в виде набора пар 
( ) ( ) }.,1,,1,,{, njnijiUji ==⊂∈  

Если пара (i, j) ∈ U, то это означает, что есть дорога из i в j. (Но это ещё не оз-
начает, что есть дорога из я суще твования такой  j в i. Дл с ороги надо, чтобы 
существовала дуга j, i) ∈ U!) 

д
  (

Все пункты i ∈ I делятся на непересекающиеся три группы: 
,IIII трпотрпр ∪∪=  

где    i ∈ Iпр – пункты производства; обозначим через ai > 0 объёмы
тих пунктах; 

 производст-
ва в э

i ∈ Iп a

итные пункты, для них a  = 0. 

еревозки единицы продукции 

отр – пункты потребления; обозначим через i < 0 объёмы потребле-
ния в этих пунктах; 

i ∈ I р – транзт i

Числа ia , i ∈ I, называются интенсивностями узлов i∈I. 
Обозначим через ijc , (i, j) ∈ U, стоимость п

по дороге ),( ji  из i в j. Требуется так организовать перевозки от пунктов про-
извод

 пунк
ного продукта; 

кта  равна  потреб- 
лённо

кта равна сумме вы-
везенн

ства к пунктам потребления, чтобы: 
1) для каждого пункта соблюдалось условие баланса: 
– для та производства – сумма произведённого продукта плюс сумма 

введённого продукта равны сумме вывезен
– для  пункта  потребления – сумма  ввезенного  проду
му продукту плюс сумма вывезенного продукта; 
– для транзитного пункта – сумма ввезённого проду
ого продукта; 
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2) суммарная стоимость всех перевозок была минимальна. 
Обозначим через ijx  объём перевозки по дуге ),( ji . Тогда математиче-

ская модель задачи имеет вид 
minxc →

( )
ij

Uj,i
ij∑

∈
 (4),     

,, Iiaxx i
Ij

ji
Ij

ij
ii

∈=− ∑∑
−+ ∈∈

    (5) 

.),(,0 Ujix ij ∈≥     (6) 
К сформулированной выше задаче можно доба

объём перевозки по дороге
вить ещё одно условие: 

 ),( ji   числа dij. Тогда огра-не должен превышать
ничение (6) заменяется на ограничение 

.),(,0 Ujidx ijij ∈≤≤     (6’) 

Задача (4), (5), (6’) называется зада
ограничениями на пропускные способности

чей о потоке минимальной стоимости с 
 дуг. Методы

(6) рассмотрены в [2, 3, 7]. 

ках одного вида продукта из пунктов производства в 
пункты потребления. Можно рассматривать аналогичные задачи, в которых 
речь

 решения задачи (4) – 

 
3. Многопродуктовая транспортная задача. В задачах, описанных в 

пп. 1, 2, речь шла о перевоз

 идёт о нескольких видах продуктов. Рассмотрим двухпродуктовую задачу. 
Пусть есть пункты i ∈ I, связанные сетью дорог ),( ji ∈ U. Каждая дорога 

(i, j) ∈ U имеет ограниченную пропускную способность ),(, jid ij ∈ U. 
 Для каждого пункта i ∈ I заданы два числа ii b,a

ia  – интенсивность узла (пункта) i по первому пр ли ia
:
одукту (ес  > 0, то 

первый  перв  продукт ся 
в i; ес

 продукт производится в i; если ia  < 0, то ый
ли a  = 0, то пункт i – транзитный по первом

потребляет
i у продукту); 

ib  – интенсивность узла (пункта) i по второму продукту (если ib  > 0, то 
второй продукт производится в i; если ib  < 0, то второй продукт потребляется в 
i, если b  0, то i – транзитный пункт по второму продукту). i  =

Заданы числа ijij f,c  – стоимость перевозки единицы продукции первого 
и второго видов по дуге ),( ji ∈ U. Требуется найти план пер
перво а та

евозок продукции 
д , 
 узла в

ок продукции первого и второго видов по 
дуге (

го и второго ви кой, что: 
1) для каждого ыполняются условия баланса по продукции первого 

и второго видов; 
2) суммарный объём перевоз

 ), ji  не превосходит её пропускной способности ijd ; 
3) суммарная стоимость перевозок продукции двух видов минимальная
Обозначим через ijx  и ijy  объёмы перевозок первого и второго видов 

продукци

. 

и по дуге ),( ji . Математическая модель двухпродуктовой транс
ой задачи имеет вид 

-
портн
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( ) ( )
min

,,
→+ ∑∑

∈∈
ij

Uji
ijij

Uji
ij yfxc , 

,, Iiaxx i
Ij

ji
Ij

ij
ii

∈=− ∑∑
−+ ∈∈

 

;, Iibуy i
Ij

ji
Ij

ij
ii

∈=− ∑∑
−+ ∈∈

 

( ) .,,,0,0 Ujidyxyx ijijijijij ∈≤+≥≥  
Последнее ограничение кажется малосущественным, однако именно оно значи-
тельно усложняет решение последней задачи по сравнению с аналогичной од-
нопродуктовой задачей (4), (5), (6’). Методы решения двухпродуктовой транс-

сивностями узлов, заданными следующим обра-
зом: 

портной задачи описаны в [3]. 
 
4. Задача о построении дерева кратчайших путей из заданного узла s. 

Эта задача подробно описана в главе 3. Там же отмечалось, что она – частный 
случай задачи (4) – (6) с интен

.s\Ii,a,na is } {11 ∈−=−=  
Один из методов решения задачи о построении дерева кратчайших путей 

описан также в главе 3. 
 

 

 же показано, что эта задача – частный случай зада-
чи (4)

5. Задача о расчёте минимального времени выполнения комплекса
работ (задача о критическом пути из s в t). Математическая модель этой за-
дачи описана в главе 2. Там

 – (6), когда min заменяем на max и 
.t,s\Ii,a,a,a its } {011 ∈=−==  

Методы решения данной задачи изложены также в главе 2. 
 
6. Задача о назначениях. Задачу о назначениях можно  сформули-

роват может выпол-
нить л сполнителем j 
равна

о

=  

гда математическая модель рассматриваемой задачи имеет вид 
 

n
→∑∑

 кратко
ь следующим образом. Задано n работ, каждую из которых 
бой из n исполнителей. Стоимость выполнения работы i ию

 ijc . Нужно распределить исполнителей по работам, т.е. назначить по од-
ному исполнителю на каждую работу таким образом, чтобы минимизировать 
общие затраты. 

П строим математическую модель данной задачи. Определим перемен-
ную 

j;i,x ьисполнителяназначаетсработунаесли1
⎩ −ij случае.противномв    0

То

⎨
⎧

minxc ij
n

i j
ij

= =
,    (7) 

1 1
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;n,j 1  =    (8) ,x;n,i,x
n

i
ij

n

j
ij 1       1  1

11
=== ∑∑

==

;n,j;n,i,xij 1110 ==≤≤     (9) 

.n,j;n,i,xij 11 ==− целое     (10) 
Очевидно, что задача (7) – (9) – частный случай тра
(3’), когда 

нспортной задачи (1), (2), 

.m,j;n,i, 111 ==  dmn,m,j,b;n,i,a ijji и1111 ======
Нетрудно показать, что задача (1), (2), (3’) обладает следующим свойст-

;,1, nia i =  , 1,=jb j mвом: она имеет целочисленное решение, если  – целые 
числа

овия целочисленност

 
из первого города  и вернувшись в него е. Ни один город коммивояжёр не 
долж

. Следовательно, и задача (7) – (10) – частный случай задачи (1), (2), (3’) – 
имеет целочисленное решение. Значит, для решения задачи (7) – (10) можно 
использовать метод потенциалов, отбросив усл и. Отме-
тим, что задача (7) – (10) – специальная транспортная задача и для её решения 
можно разработать другие методы, отличные от метода потенциалов, учиты-
вающие специфику этой задачи. Один из таких методов будет рассмотрен в §3. 

 
7. Задача коммивояжёра. Эта задача относится к следующей ситуации: 

коммивояжёр собирается посетить каждый из n городов по одному разу, выехав
ж

ен посещать дважды. Расстояние между городами i и j равно ijc  (если ме-
жду городами i и j нет дороги, то полагаем ijc  = ∞ ). Надо найти кратчайший 
маршрут коммивояжёра. 

Математическая модель этой задачи отображает также ситуацию совер-
шенно иного характера. Имеется n сортов мороженого, которое изготавливается 
на одном и том же оборудовании. Пусть c  означает затраты времени на очист-

учае    0  

атематическая  модель  задачи  коммивояжёра  совпадает с задачей (7)  –  (10)  
плюс ещё одно дополнительное требование2: 
                                                          

 ij
ку и подготовку оборудования, когда сорт j изготавливается после сорта i. 
Предполагается, что заданная последовательность производства повторяется 
каждый день, т.е. оборудование после последнего сорта мороженого опять на-
страивается на производство первого сорта. 

Требуется найти такую последовательность производства, при которой 
затраты на переналадку были бы минимальными. 

Обозначим 
 

⎩
⎨
⎧

−= ,ji,
.ijx городвидёмгородаизесли1

слпротивномв
М

 

ничений (8) – (10) легко показать, что все циклы, образованные совокупностью дуг 
являются контурами. 

2 В (11) слово «цикл» можно было бы заменить словом «контур», поскольку с учетом огра-
)(* xU , 
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совокупность дуг 1},),({)(* =∈= ijxUjixU  образует один цикл. (11) 

ьное ограничение (11) являе

Пусть задана некоторая ориентиро-
ванн

 Дополнител тся существенным. Решив задачи 
(7) – (9) (без дополнительного условия (11)), мы можем получить такой опти-
мальный план x0, для которого множество U * (x0) состоит из двух и более цик-
лов, что недопустимо в исходной задаче о коммивояжёре. Отметим, что огра-
ничение (11) существенно усложняет решение задачи о коммивояжёре. К на-
стоящему времени разработано много методов решения задачи о коммивояже-
ре. Некоторые из них будут описаны в § 4. 

 
8. Задача о максимальном потоке. 
ая сеть S = {I, U}. На каждой дуге ),( ji ∈ U задано число 0≥ijd  –

пропускная способность дуги ),( ji  ∈ U. В се ыделены два узла s ∈  I, 
s ≠ t; s – источник, t – сток. Т ется найти максимальный поток из узла s в 
узел t по дугам сети S при условии, что величина ijx  дугового потока по дуге 

),(

ти S в  I и t ∈
ребу

ji ∈U положительна и не превышает числа ijd пропускной способности 
),

 – 
дуги ( ji . 

Математическая модель данной задачи имеет вид 
 

,maxv

{ }

( ) .Uj,i,dx
,tiv

,t,s\Ii
,siv

xx

ijij

Ij
ji

Ij
ij

x,v

ii

∈≤≤

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−
∈
=

=− ∑∑
−+ ∈∈

0
при

при0
при

  (12) 

Свойства задачи (12) и методы ее решения описаны в следующем пара-
графе

Задача о максимальном потоке 

с задачей о потоке минималь-
ной 

→        

. 
 

§ 2. 
 
. Связь задачи о максимальном потоке 1
стоимости. Как отмечалось в предыдущем параграфе, математическая мо-

дель задачи о максимальном потоке имеет вид (12). Покажем, что задача (12) 
является частным случаем задачи о потоке минимальной стоимости. Рассмот-
рим расширенную сеть ,U,IS }{ =  которая получается из исходной сети S = {I, 
U} добавлением дуги ( ),st : ( ).s,t∪  

Положим ia
UU =

, i ∈ = 0, = 0 I, ijc   )j,i(  ∈ U, = –1,  = и рассмотрим 

задачу о потоке имальной стоимости на сети
tsc tsd ∞  

 мин  :U,IS }{=  
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( )

.),(,0

;,

in,
,

axx

xc
Uji

ijij

=−∑ ∑
∈

m

Ujidx

Ii

ijij

i
Ij Ij

jiij

i i

∈≤≤

∈

→∑

+ −∈ ∈

    (13) 

Очевидно, что задача (13) эквивалентна задаче (14). 
строения максимального потока можно воспользоваться методом потенциалов 
[2, 3], применив его для решения задачи (13), которая эквивалентна задаче о 

Следовательно, для по-

максимальном потоке. 
Метод потенциалов рассчитан на решение произвольной задачи вида (13), 

а у нас задача (13) имеет ряд специальных особенностей. Учёт этих особенно-
стей позволяет разработать для её решения и другие методы. 

Замечание. Если ,xts 000 >=ν  то дуга ),( st  ∈ 0
БU , т.е. принадлежит оп-

тимальному базису. Следовательно, оптимальное дерево имеет следующую 
структуру 

 
 
 
 
 

 
s t 

 
 

Рис. 4.1 
 
Рассмотрим задачу, двойственную Задача, двойственная к (12), 

имеет вид 

( ) .,,0,0,1

,
,,

Ujiuuu

d

ijsst

uUji
ij

∈≥=≥−

∑
∈

δ

к (12). 

minij →δ
( )

 ( ) ,,,0 Ujiuu ijji ∈≥+− δ
δ

Теоретически возможно рассматривать переменные 

  (14) 

ijδ  
. Если

как некие «пере-
менные-индексаторы». Расшифруем смысл этого названия  в
двойственном решении 

 оптимальном 
ijδ > 0, то дуга ),( ji  является элементом множества 

дуг, о и о

тесно связано понятие разреза. 

бразующих «узкое место» в сети, т.е. именно эти дуг граничивают зна-
чение максимального потока. Следует заметить, что таких узких мест может 
быть несколько. 

 
2. Максимальный поток и минимальный разрез. С понятием макси-

мального потока 
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Рассмотрим любое множество узлов I*, обладающее свойством: I* ⊂ I, 
s ∈ I

 

 ∈ I , j ∉I }. 
Совок

сети S разрывает все пути, веду-
щие из s в t. Сеть S становится ти: часть с узлом s 

н

*, t ∉ I*. По нему построим множество дуг 
ω = ω(I ) = {(i, j) ∈ U: i* * *

упность дуг ω(I*) называется разрезом сети S, порождённым множеством 
узлов I*. Действительно, удаление дуг ω(I*) из 

 как бы разрезанной на две час
и часть с узлом t и ет ни одного пути из s в t. 

Число 

( ) ∑
∈ )

d
(),( *Iji

ij
ω

ρ ω =      (15) 

называется пропускной способностью разреза 
пускной способностью называется минимальны

Покажем, что каждому разрезу ω(I ) соответствует двойственный план, на 

ω(I*). Разрез с минимальной про-
м разрезом. 

*
котором значение целевой функции двойственной задачи (3) равно пропускной 
способности данного разреза. 

Действительно, положим  
 i ∈ I*; 1=iuu ,0=i , i ∈ I \ I*.    (16) 

Числа ijδ , (i, j) ∈ U, опре и заданных числах (16) 
выполнялись ограничения задачи (1 ачени

делим таким образом, чтобы пр
4) и зн е ее целевой функции было ми-

нимальным: 
U)j,i(;uu,uu;uu, jijiijjiij ∈<−−−=≥− 0если)(0если0= δδ . (17) 

Из соотношений (16) и (17) получаем 
).(\),(,0);(),(,1 ** IUjiIji ijij ωδωδ ∈=∈=  

Следоват
*

Ij,i
ij

Uj,i
ijij

*

))((ωρ
ω

=
ельно, 

dδ =
( ) ( ) ( )

.Id∑∑
∈∈

 

двойственности мы знаем, что значение прямой целевой функ-
ции на любом допустимом плане меньше значения дво
функции на любом двойственном допустимом плане. Отсюда с учётом (18) де-
лаем в

  (18) 

Из теории 
йственной целевой 

ывод, что 
))(( *Iv ωρ≤  

для любого допустимого потока v и любого разреза ω(I*). Покажем теперь, что 
существуют такие для которых =  

 э дом потенциалов. В результате полу-
чим н

 ,Iv *
00  и   )).(( 0

*
0 Iv ωρ

Действительно, выше мы отмечали, что задача о максимальном потоке 
эквивалентна специальной задаче о потоке минимальной стоимости (13). Пред-
положим, что мы решим ту задачу мето

екоторый оптимальный поток  
Ujixxv ijts ∈= ),(,, 000 , 
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и соответствующий ему оптимальный базис-дерево 
).,(Б stUUU ⊂ ∪=  

Выше мы также отмечали, что ),( st ∈ U  и ожество имеет струк-
, мы получаем две компо-

ненты связности: содержащую узел 
0
* U,I  

0
*Б UstU  

По дугам подсчитаем потенциалы, согласн правилам 

 Б

туру, приведенную на рис. 4.1. Убрав дугу (t, s) из U
мн  БU  

Б

}   { 0
*s →

и содержащую узел 
,\{ 0

*IIt→ .})),(\(
 БU  о 

( ) .0,,, 0
Б

00 =∈=− sijji uUjicuu     (19) 

В лучаем 

 
Положим
0 Ujiijjiij ∈=δ  (21) 

Легко проверить, что построенная совокупность (20
Из те твенности мы знаем, что этот план – оптимальный двойствен-
ный план и имеет место равенство 

 силу специфики данной сети из (19) по

.\,1;,0 0
*

00
*

0 IIiuIiu ii ∈=∈=    (20) 
 

0000000 jiuuuuuu <−−−=≥− δ .),(,0если,)(;0если,0 ji

), (21) – план задачи (14). 
ории двойс

( )
.

,

00 ∑
∈

а
0

\,
      ,

0

0
*

0

dv

IIjIi
iUji

ijij δ == ∑
∈∈

∈

 максимальном потоке и мини-
мальном разрезе, которая формулируется следующим образом. 

Теорема. Величина максимального потока в сети S равна пропускной 
способности 

я

 

=
Uji

ijijdv δ       (22) 

Из (22) с учетом (20), (21) получ ем, что 
0

( ) ( )
)).(( *

,,
Id

Uj
ij ωρ=∑

∈
 

*

Таким образом, мы доказали теорему о

минимального разреза на сети S. 
Значение теоремы о максимальном потоке и минимальном разрезе заклю-

чается в том, что максимальный поток в сети можно найти, вычисл я пропуск-
ные способности всех разрезов и выбирая среди них минимальный. Конечно, 
при решении задачи о максимальном потоке этот результат имеет небольшое
практическое значение, так как мы не получаем никакой информации о самих 
величинах ijx  дуговых потоков. Однако данный результат важен с теоретиче-
ской точки зрения и часто используется при разработке сложных потоковых ал-
горитмов и при проверке решения на оптимальность. 

Основываясь на полученных результатах, можно дать следующую интер-
претацию двойственной задачи (14): среди всех разрезов сети S найти разрез с 
минимальной пропускной способностью. 
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3

Для описания алгоритма надо ввести 
два понятия: пометки и увеличивающего пути. Пометка узла используется для 
указ

 у

сти, а поток по каждой обратной дуге уменьша-
ется, о

. Метод Форда–Фалкерсона (построение максимального потока). 
Опишем алгоритм решения задачи о минимальном потоке, известный в  
литературе как метод Форда–Фалкерсона. 

ания как величины потока, так и источника потока, вызывающего измене-
ние текущей величины потока по дуге, т.е. указывается зел, с помощью кото-
рого помечается данный узел. 

Увеличивающий путь потока из s в t определяется как связная последова-
тельность прямых и обратных дуг, по которым из s в t можно послать несколько 
единиц потока. Поток по каждой прямой дуге при этом увеличивается, не пре-
вышая её пропускной способно

ставаясь при этом неотрицательным. 
Алгоритм составим из следующих этапов. 
Этап 1. Определим начальный поток следующим образом: 

.),(,0,0 Ujixv ij ∈==  
Этап 2. Найдем увеличивающий путь в сети

й путь существует, то перейдем к этапу 3.
 S с заданным потоком. Если 

тако ае STOP: те-
кущий

Этап 3. Увеличим поток, изменив при этом дуговые потоки. Исполь-

 В противном случ
 поток является максимальным. 

 
зуя новый поток, перейдем опять к этапу 2. 

Опишем алгоритм построения увеличивающего пути. Считаем, что зада-
ны дуговые потоки ),(, jix ij ∈ U. 

Шаг 1. Полагаем cI  = 1, tI = 1, L = {s}, )( sg  = 0, i = s, ps = 1. Здесь 
cI  – счётчик итераций, 
tI  – счётчик меток, 

е хL – множество пом ченны  узлов, 
)( jg  – метка узл j, а 

 – вторая метка узла j. 
 узел j, для которого существует дуга 

p j
Шаг 2. Рассмотрим непомеченный

),( ji ∈ U с чаем узел j, п ijij dx < . Поме  )( jgолагая = i, + 1, = . 
Так пост еченным узлом j, для которого существует дуга 

 tI := tI  jp  tI
упаем с каждым непом

),( ji ∈ U, с ijij dx < . Помеченные узлы добавляем ко множеству помеченных 
. 

Шаг 3. Рассмотрим непомеченный узел j, для которого существует дуга 
),( i

узлов L

j ∈ U с 0>x . Помечаем узел j, полагая )(ji jg  = –i, tI := tI  + 1, pj = tI . 
Так поступаем  непомеченным  j, для которого существует дуга 

),( i
 с каждым узлом

j ∈ U, с jix > 0. Помеченные узлы добавляем ко множеству помеченных 

Шаг 4. Если узел t помечен, то STOP: увеличивающий путь найден. Пе-
реходим к алгоритму восстановления пути и увеличения потока. Если узел t не 

н, то переходим к шагу 5. 

узлов. 

помече
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Шаг 5. Положим 1+= cc I:I . Найдём помеченный узел j0 с меткой 
.Ip cj =

0
 

Если т о полагаакой узел найден, т  i := jем
го узл ь, то не су
STOP. 

 t по прямой дуге (i1, t). Полагаем 

0 и возвращаемся к шагу 2. Если тако-
а найти не удалос ществует увеличивающего пути из s в t. 

Опишем алгоритм восстановления пути и увеличения потока. 
По условию узел t помечен. Пусть q(t) = i1, следовательно, из узла i1 попа-

даем в узел
.xd titi 11 1

−=α  
Рассмотрим метку узла i1. Предположим, что q(i1) = i2. Полагаем 

d,min: {2 x .iiii }
12121= αα −  

2 i

Если q(i1) = –i2 , то полагаем 
}{ 1 ix,min:

21
αα =  

(в последнем случае в увели
так далее, пока ни получим н

чивающем пути дуга (i1, i2) является обратной). И 
а некотором шаге 

=− ,)(при},{min siqxd

m

α

Таким образом, увеличивающий путь проходит через узлы s, im, im-1, …, i2, 
i1, t. 

Изменяем дуговые потоки на дугах этого пути: дуговые потоки на пря-
мых д

( )
⎪⎩

⎪
⎨ −=

=±=
−

−

.)(при},{min
:,

1

1

siqx
siq

sim

msisim
mm

m

mm

α
α  

⎧

угах увеличиваем на mα , дуговые потоки на обратных дугах уменьшаем 
на mα , поток ν  увеличиваем на mα . STOP. 

 
Пример. Рассмотрим ь, приведенную на рис. 4.2. Пропускные способ-

нос дуг ijd указаны на дугах
сет

ти  «жирными» цифрами. Пусть на данной сети 
имеется

 
 допустимый поток )),(,( Ujixx ij ∈=  величины .v 9=  Дуговые потоки

ijx  указаны на дугах «нежирными» цифрами. Проверим, является ли данный 
поток максимальным, и ес оим новый к, для которого 

 
 

ли нет, то постр пото
.vv 9=>  Для этого осуществим итерации метода Форда–Фалкерсона. 
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Рис. 4.2 

 
Построение у  пути 

Итерация 1 
Шаг 1. Полагаем 

=

 

величивающего

.1  ,  ,0)(   ,}{,1,1 ==== st psisgsLI  

Шаг 2. Из узла 

=cI

si =  Us ∈)3,( ,есть только одна дуга  для которой 
s3 95 =<=  Помечаем узел 3, полагая.dx s3 3 .2   ,)3(   ,}3,{,2= = = =psgsLI  

 = s 
t

Шаг 3. Для узла i нет ни одной дуги ,),( Uij ∈  для которой
Переходим

 .x ji 0>  
гу 4.  к ша

Шаг 4. Поскольку Lt ∉ , то переходим к ш
Шаг 5. Полагаем

агу 5. 
, то полагаем =0j 1+= cc I:I , и, поскольку cIp =3 3. 

Перех ацииодим к шагу 2 итер  2, положив i = .j  0

Итерация 2 
Шаг 2. Из узла i = 3 нет дуг Uji ∈),( , д  ля которых Переходим к 

шагу 
дна дуга

 .dx ijij <  
3. 
Шаг 3. Для узла 3=i  есть о  U∈)3,1( , для  .x 0>  По-

мечаем узел
 которой

 1, полагая
13

 }{ .3   ,3)1(   ,1,3,  ,3 =1= =−= pgsLI t  
Шаг 4. Поскольку t L ∉  к шагу 5, то переходим . 
Шаг 5. Полагаем 1+= cc I:I =3 и находим узел j ∈0  для которого 

p =
0

ации
,L

cj I . На данной итер  =0j 1. Переходим к шагу 2 итерации 3, полагая 
=

Ит
Шаги 2 - 3. С помощью узла

.=  
ерация 3 

ji 10

 1=i  помечаем узел 4, полагая 
4,1)4(,4 }{ 4,1,3,, 4 === pgI t . = sL

Шаг 4. Узел Lt ∉ , переходим агу 5.  к ш
Шаг 5. Полагаем 1+= cc I:I  = 4 и находим узел для которого 

p =
0

й ите
,Lj ∈0  

cj I . На данно рации 40 =j . Переходим к шагу 2 итерации 4, полагая 

0=
Ит
Шаги 2 - 3. С помощью узла i = 4 помечаем узел 2, полагая 

.4=  
ерация 4 

ji

}{ 5,4)2(,2,4,1,3,,5 2 =−=== pgsLI t . 
Шаг 4. Узел Lt∉ , переходим к шагу 5. 
Шаг 5. 0cc
ив i на 2=j

 Полагаем ==+= j,I:I . Переходим к агу 2 итерации 5, 
замен

 - 4. С омощью узла i = 2 помечаем узел 5, полагая 

 2  51  ш

0
Итерация 5 
Шаги 2  п

. 
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}{ 6,2)5(,5,2,4,1,3,,6 5 ==== pgsLI t

одим к шагу 5. 
. 

Перех
 . Переходим к  2 итерации 6, 

 - 4. С помощью узла i = 5 помечаем узел t, полагая 

Шаг 5. Полагаем
заменив i на 5=j . 

5  61 0 ==+= j,I:I cc шагу

0

Итерация 6 
Шаги 2  ,,,,sL 413{=  

Lt ∈.5)(,} =tgt  Узел ,5,2 . STOP – увеличивающий путь построен. Значит, 
имею

Переходим ритм
и и увеличения потока, получаем 

56

45

34

23

===
==−=
===
==−=

щийся поток можно увеличить. 
 к алго у восстановления пути и увеличения потока. При-

меняя алгоритм восстановления пут

}{ ,210, min   ,2)5(
,2    ,5)(

12

551

===
=−==

αα
}{
}{
}{
}{ .11, min   ,)3(

,12, min   ,3)1(
,12, min      ,1)4(
,11, min   ,4)2(

αα
αα
αα
αα

α

sq
q
q
q

 

Увеличиваем поток вдоль построенного увеличивающего пути 
=  

е  на дугах

q
xdtq tt

{ },),5(),5,2(),4,2(),4,1(),3,1(),3,( tsU n

изменяя дуговы потоки  :),( Uji ∈  по правилу 
,xx ss 6633 =+= α  113 613 =−= αxx , ,xx 1414 36 =  = +α

,xx 062424 =−= α , xx 162525 8655 =+= αtt xx=α  = + , 

Ujixx ijij ∈= ), .,Un 6  ανν +(, ∴ =  

Сеть S  с новым потоком x  приведена н ис. 4.3. 
Поток 

а р
x  является максимальным. Действительно, применив к сети S с 

потоком x  алгоритм построения увеличивающего пути, мы можем пометить 
только узлы { }.,,,,s 413=  После чего на шаге 5 не удается найти узел 0j , для 
которого .Ij =

0
 Легко проверить, что множество узлов L задают разрез 

{ },),2(),5,4(),6,3(),2,3()( tL =

L
p c

ω  
пропускная ность которого равна  способ .102161))(( vL ==+++=ωρ  
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Рис. 4.3 
Согласно теореме, v,x  – максимальный поток, )( Lω  – минимальный разрез. 

 
§ 3. Задача о назначениях 

 
1. Постановка задачи. Имеется  видов работ и  исполнителей, каж-

дый из которых может выполнять любую работу. При назначении j-го работни-
ка на i-ю работу затраты предприятия равны . Требуется на каждую работу 
назначить по исполнителю таким образом, чтобы общие расходы предприятия 
были минимальными. Математическая модель данной задачи имеет вид 

n n

ijc

∑∑
= =

→
n

i

n

j
ijij minxc

1 1
; 

;n,j,x;n,i,x
n

j

n

i
ijij 11    11

1 1
====∑ ∑

= =
    (23) 

.n,j,n,i,xij 1110 ==∨=  

Здесь  
⎩
⎨
⎧

=
работник.  й-  яназначаетсработу    ю- 1,

работник,  й-  яназначаетс неработу    ю,0
ji

ji
xij  на  если

- на  если 

Задача (23) – частный случай транспортной задачи в матричной форме. 
Дополнительное требование целочисленности не является существенным (в 
данной задаче!), так как ранее мы отмечали, что если в транспортной задаче па-
раметры  – целые, то существует целочисленное решение задачи (23) и 
это решение можно построить с помощью классического метода потенциалов. 
Следовательно, для решения задачи (23) можно использовать классический ме-
тод потенциалов. Отметим, однако, что на каждой итерации метода потенциа-
лов мы будем иметь вырожденный базисный план. Действительно, в задаче (23) 
каждая компонента плана может принимать только критические значения 0 или 
1, и, следовательно, согласно определению, любой допустимый план будет 
«полностью» вырожденным. 

ijii d,b,a

Можно заменить условия 
n,j,n,i,xij 1110 ==≤≤     (24) 

на условия 
n,j,n,i,xij 110 ==≤ .     (25) 

Но и в этом случае каждый базисный план будет вырожденным. Действитель-
но, если мы начнём решение с целочисленного плана, то и на всех последую-
щих итерациях у нас будет целочисленный план. С учётом этого заключаем, 
что на каждом плане только  компонент могут быть отличны от 0, а осталь-
ные равны 0. Базис состоит из 12

n
−n лементов. Следовательно, среди базисных 

компонент будет 1−n  евых. Значит, и в случае использования ограничений 
(25) каждый базисный план будет вырожденным. 

 э
нул
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Хорошо известно, что вырожденность отрицательно сказывается на 

эффективности метода потенциалов (симплекс-метода) и при вырожденно-

сти велика вероятность зацикливания. В силу отмеченных причин нельзя 

ожидать, что метод потенциалов «в чистом виде» будет эффективен для 

решения задачи (23). Следовательно, нужны другие методы, учитывающие 

ее специфику. Рассмотрим один из таких методов, получивший название 

«венгерский метод», так как в нем используются результаты венгерского 

математика Эгервари. 

2. Венгерский метод. По параметрам задачи (23) составим )nn( × -
матрицу стоимостей )n,i,n,j,c(C ij 11 === . Предположим, что каждый эле-
мент i-й строки складывается с действительным числом iγ , а каждый элемент j-
го столбца складывается с действительным числом jδ . В результате такого 
преобразования матрицы C  будет получена новая матрица стоимостей  с ко-
эффициентами 

D

n,j,n,i,cd jiijij 11 ==++= δγ .    (26) 

Из (23), (26) получаем 
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                                                                                                              const 
 
Отсюда следует, что при ограничениях задачи о назначениях минимизация 

функции эквивалентна минимизации функции  (здесь ∑∑
==

n

j
ijij

n

i
xc

11
∑∑
==

n

j
ijij

n

i
xd

11

ii ,δγ  – любые действительные числа). Это свойство задачи (23) и составляет 
основу излагаемого ниже алгоритма. 

Общая схема метода следующая: 
1. Из элементов каждой строки и каждого столбца матрицы стоимостей 

вычитаются их наименьшие элементы. 
2. Ведётся поиск допустимого плана задачи (23), единичным элементам 

которого соответствуют нулевые элементы модифицированной матрицы стои-
мостей, т.е. строится «нулевое» назначение.  
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3. Если такой допустимый план существует, то он является оптимальным 
планом назначений. Если такого плана не существует, то матрица стоимостей 
модифицируется ещё раз с целью получить в ней большее число нулевых эле-
ментов. 

Прокомментируем кратко эти три шага алгоритма. 
Шаг 1. Редукция строк и столбцов. Цель данного шага состоит в получе-

нии максимально возможного числа нулей в матрице стоимостей. Для этого 
можно последовательно из всех элементов каждой строки вычесть по мини-
мальному элементу, затем в полученной матрице из каждого столбца вычесть 
по минимальному элементу, найденному среди элементов данного столбца. За-
менить исходную матрицу стоимостей на новую. 

Шаг 2. Определение назначений. Если после выполнения процедуры ре-
дукции в каждой строке и в каждом столбце матрицы стоимостей можно вы-
брать по одному нулевому элементу так, что соответствующее этим элементам 
решение будет допустимым планом, то данное назначение будет оптимальным. 
Действительно, стоимость построенного назначения равна нулю. Поскольку все 
элементы текущей модифицированной матрицы стоимостей неотрицательные, 
то стоимость любого другого допустимого назначения будет больше либо рав-
ной нулю. Отсюда заключаем, что построенное «ненулевое» назначение явля-
ется оптимальным. Если назначений нулевой стоимости для редуцированной 
матрицы найти нельзя, то данная матрица стоимостей подлежит дальнейшей 
модификации (см. шаг 3). 

Шаг 3. Модификация редуцированной матрицы. Эта процедура нацелена 
на получение новых нулей в матрице стоимостей. Из имеющейся матрицы 
стоимостей вычеркнем минимально возможное число строк и столбцов, содер-
жащих нулевые элементы. Среди невычеркнутых элементов матрицы найдём 
минимальный элемент. Ясно, что он положительный. Пусть он равен 0>α . 

Если значение α  вычесть из всех (вычеркнутых и невычеркнутых) эле-
ментов старой редуцированной матрицы, то среди вычеркнутых элементов мо-
гут появиться отрицательные (причём минимальные из них равны α−  и стоят 
на месте старых нулей), а среди невычеркнутых элементов не будет отрица-
тельных, но появится хотя бы один нулевой элемент. 

Чтобы избавится от отрицательных элементов в вычеркнутых элементах, 
поступим следующим образом: к элементам каждой вычеркнутой строки и к 
элементам каждого вычеркнутого столбца добавим по числу α . Отметим, что в 
результате последней процедуры величина α  будет прибавляться дважды к 
вычеркнутым элементам, стоящим на пересечении вычеркнутых строк и столб-
цов. 

ые элементы будут преобразованы в ну-
левые

 
нию к исходной матрице стоимостей , т.е. она может быть получена из 

Кроме того, можно показать, что: 
1) как и раньше, все отрицательн
 или положительные элементы;  
2) полученная матрица является редуцированной матрицей по отноше-

C C  в 
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результате преобразования jiijijij cdc δγ ++=→ , где ji ,δγ  – некоторые дейст-
вительные числа; 

3) в результате выполнения данной процедуры новая редуцированная матрица стала 
содержать больше нулей, расположенных вне строк и столбцов, соответствующих ненуле-
вым элементам текущего неоптимального плана (построенного на шаге 2). Отметим, что в 
общем случае общее число нулей новой редуцированной матрицы может и уменьшиться! 

Таким образом, при реализации венгерского метода надо осуществить две 
основные процедуры – шаг 2 и шаг 3. 

Опишем эти процедуры более детально. 
Процедура, используемая на шаге 2. На основе текущей матрицы стои-

мостей )n,j,n,i,c(C ij 1   1 ===  сформируем сеть }U,I{S =  со множеством 
узлов , где *NN}t,s{I ∪∪= },n...,,,{N 21= }n...,,n,n{N* 221 ++=  и 
множеством дуг , где *UUUU ∪∪= 01 }Ni),i,s({U ∈=1 , , 

 . На сети 
}Ni),t,i{(U ** ∈=

,Ni),j,i{(U ∈=0 }c:Nj nji* 0 =∈ − }U,I{S =  с пропускными спо-
собностями дуг 

01     1 U)j,i(,d;UU)j,i(,d ij*ij ∈∞=∪∈=    (27) 

решим задачу о максимальном потоке из узла s в узел t. Для решения данной 
задачи можно использовать метод Форда–Фалкерсона (см. § 2). 

Пусть 

U)j,i(,y,v ij ∈  00 ,     (28) 

– максимальный поток в сети S и , *I *** It,Is,II ∉∈⊂        – множество узлов, 
помеченных на последней итерации метода Форда–Фалкерсона. 

Если nv =0 , то исходная задача о назначениях решена. Оптимальный 
план 

назначений 
)n,j,n,i,x(x ij 1   100 ===  

строится по правилу 

;yU)nj,i(,x nijij 1  и    если   1 00 =∈+= +    
 (2

9) 

случае, противном в      00 −=ijx

n,j,n,i 1   1 == . 

Алгоритм прекращает свою работу. 
 Если nv <0 , то в текущей матрице стоимостей нельзя осуществить пол-
ное “нулевое” назначение. Переходим к операциям шага 3. 
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Процедура, используемая на шаге 3. Пусть )n,j,n,i,c(C ij 1   1 ===  – 

текущая матрица стоимостей;  – максимальный поток и  
– множество помеченных узлов, построенных на шаге 2. Положим 

U)j,i(,y,v ij ∈   00 II* ⊂

}.Ini:Ni{N},Ii:Ni{N *
)(

*
)( ∈+∈=∈∈= 21     

Используя результаты § 2, нетрудно показать, что по построению выполняются 
следующие свойства: 

а) если 0 U)nj,i( ∈+  и )(Ni 1∈ , то ; )(Nj 2∈

б) если  и , то 0 U)nj,i( ∈+ 00
 >+njiy )(Ni 1∈ ,  либо )(Nj 2∈ )(Ni 1∉ , 

; )(Nj 2∉

в) если nv <0 , то .NN,N )()( ≠≠ 21    Ø  
Найдем число  

.cmin ij
)(N\Nj
,)(Ni

2
1       

∈
∈

=α      (30) 

Из свойств «а» – «в» и правил построения множества  следует, что 0U

.0>α  
Изменим матрицу стоимостей следующим образом. От всех элементов 

строк с номерами )(Ni 1∈  отнимем число α . Ко всем элементам столбцов с 
номерами  прибавим число )(Nj 2∈ α . В результате получим новую матрицу 
стоимостей )n,j,n,i,c(C ij 11 ===  с коэффициентами: 

      если   ,cc ijij =
)(Ni 1∈ ,     либо )(Nj 2∈ )(Ni 1∉ ,  ; )(Nj 2∉

     если   ,cc ijij α−= )(Ni 1∈ ,  ;    (31) )(Nj 2∉

  если   ,cc ijij α+= )(Ni 1∉ ,   . )(Nj 2∈

Используя новую матрицу стоимостей C , переходим к шагу 2.  
 
3. Конечность алгоритма. Из соотношений (31) следует, что матрица C , 

построенная на шаге 3, обладает свойствами: 
1) n,j,n,i,cij 1  1  0 ==≥ ; 
2) матрица C  является редуцированной матрицей по отношению к матрице 

С; 
3) 0

0
    0   если   0 U)nj,i(,y,cc njiijij ∈+>== + ; 

4) найдется такой элемент , что )j,i( ** ,c,c
**** jiji 00 >== α    1 ,Ni )(

* ∈  

 .Nj )(
*

2∉
 Из 3-го и 4-го свойств следует, что при каждом последующем использо-
вании процедуры шага 2 либо увеличивается множество помеченных узлов , *I
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либо величина максимального потока по дугам с нулевой стоимостью увеличи-
вается хотя бы на 1. Поскольку , то очевидно, что 
через конечное число повторений шага 2 мы придем к ситуации, когда будет 
найден максимальный поток (28) с 

nvn|I|,II* ≤+=⊂ 0   и   22   

nv =0 . Согласно алгоритму, это означает, 
что исходная задача решена. Оптимальный план назначений строится по пра-
вилам (29). 

Замечания: 1. Из свойств матрицы C  следует, что при решении задачи о 
максимальном потоке на шаге 2 текущей итерации в качестве начального до-
пустимого потока можно брать оптимальный поток, полученный на шаге 2 пре-
дыдущей итерации.  

2. На шаге 2 алгоритма используется метод Форда–Фалкерсона для нахо-
ждения максимального потока в сети S, построенной по текущей матрице стои-
мостей. Сеть S имеет специальную структуру. Учет этой специфики позволяет 
разработать упрощенные табличные приемы реализации метода Форда–
Фалкерсона, позволяющие сократить объем вычислений. 

 
Пример. Начальная матрица стоимостей имеет вид  
 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1913154
11161413
814415
79102

. 

 
Шаг 1. После просмотра строк и соответствующих преобразований полу-

чаем 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

159110
0532
410011
5780

. 

 
После просмотра столбцов и соответствующих преобразований получаем 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

154110
0032
45011
5280

. 

 
Шаг 2.  Используя последнюю матрицу, сформируем сеть S, 

приведенную на рис. 4.4. 
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Рис. 4.4 

На сети S с пропускными способностями (27) решим задачу о максималь-
ном потоке. Максимальный поток (28) приведен на дугах S на рис. 4.4. Множе-
ство помеченных узлов  состоит из узлов ={s, 1, 4, 5}. Поскольку 

, то переходим к шагу 3. 
*I *I

430 =<= nv
Шаг 3. Построим множество . Подсчитаем 

число 
} 1 {  и  } 41 { 21 == )()( N,N

α  (30) для нашего примера 
.,,,,,min,j,c,,i,cmin njj 2}15411528{} 42  42    { 1 =====α  

Используя α , )()( NN 21   и  , построим новую матрицу стоимостей C  по прави-
лам  (31). Матрица C  имеет вид 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

13290
0034
45013
3060

. 

Переходим к шагу 2 с новой матрицей C .  
Шаг 2. Сеть S, соответствующая C , приведена на рис. 4.5. 
 

Рис. 4.5 
 
На этом же рисунке приведен и максимальный поток. Величина этого потока 
равна nv == 40 . Используя правила (29) и найденный максимальный поток, 
определим оптимальное назначение: 
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0
41

0
34

0
22

0
13    1   1  1 x,x,x,x === =1, 

;n,j,n,i,xij 1  1  00 ===  }. 4,1)( ,)43,(,)2 2,( ,)31,({),( ∈ji  

Таким образом, 3-й работник назначается на 1-ю работу, 2-й работник – на 2-ю 
работу, 4-й работник – на 3-ю работу и 1-й работник назначается на 4-ю работу. 

 
 

§ 4. Задача коммивояжера 
 

1. Постановка задачи. Математическая модель задачи коммивояжера 
имеет вид 

∑∑
= =

→
n

i

n

j
ijij minxc

1 1
)c( ii ∞= ,    (32) 

∑
=

==
n

j
ij n,i,x

1
11   (отъезд из города i ),   (33) 

∑
=

==
n

i
ij n,j,x

1
11   (прибытие в город j ),   (34) 

n,j;n,i,xij 1110 ==≤≤ ,    (35) 

множество 11  1  { ==== ij* x;n,j,n,i:)j,i(U } есть единственный цикл.     
(36) 

Условие (36) отличает задачу коммивояжера от задачи о назначениях. Ес-
ли отбросим (36), т.е. будем рассматривать задачу (32) – (34), то получим зада-
чу о назначениях.  

Равенство 1 означает, что коммивояжер из города  идёт в город =ijx i j , 
равенство 0  означает, что дуга =ijx )j,i(  не включается в маршрут коммивоя-
жера. 

Существует много методов решения задачи (32) – (36). Мы рассмотрим 
два метода, являющихся различными модификациями метода ветвей и границ. 

 
2. Первая модификация (метод исключения подциклов). Эта модифи-

кация в наименьшей степени отличается от метода ветвей и границ, рассмот-
ренного нами ранее. В начале итерации t  звестны верхняя граница (оценка) tr0  
тимального значения целевой функции и соответствующий ей маршрут. 

Можно принять  равным достаточно большому числу, скажем, сумме 
), соответствующей маршруту . Кроме 

того, имеется основной список, содержащий ряд задач о назначениях. Все зада-
чи о назначениях имеют вид (32) – (35), но отличаются друг от друга тем, что в 
них различные величины  равны 

и
оп

1

1
0r

12312 nccc( +++ K 321 →→→→→ nK

ijc ∞ . Равенство =ijc ∞  означает, что дуга (i,j) 
исключается из маршрута. 
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На первой итерации основной список состоит из одной (исходной) задачи 
(32) – (35). 

На итерации t  выполняются следующие шаги. 
Шаг 1. Прекратим вычисления, если основной список пуст: зафиксиро-

ванный маршрут является оптимальным. В противном случае выберем  одну 
задачу, вычеркнув её из основного списка. 

Шаг 2. Решим выбранную задачу о назначениях. Если оптимальное зна-
чение целевой функции (которое может быть равно ∞ , что означает, что её ог-
раничения несовместны!) больше или равно , то оценку не меняем: tr0

tt rr 0
1

0 =+  
и возвращаемся к шагу 1. В противном случае, т.е. если значение целевой 
функции задачи о назначениях меньше , перейдём к шагу 3. tr0

Шаг 3. Если полученное оптимальное решение выбранной задачи о на-
значениях является одним циклом, то зафиксируем это решение и положим 

 равным оптимальному значению целевой функции рассматриваемой зада-
чи о назначениях. Перейдем к шагу 1. В противном случае, т.е. если решение 
задачи о назначениях образует несколько подциклов,  перейдем к шагу 4. 

1
0
+tr

Шаг 4. Остановимся в полученном оптимальном решении задачи о на-
значениях на подцикле, содержащем минимальное количество дуг. Каждой ду-
ге (i, j) из выбранного подцикла поставим в соответствие задачу о назначениях, 
внеся её в основной список и приняв соответствующее значение ∞=ijc , а все 
остальные коэффициенты оставим теми же, что и в задаче, выбранной на шаге 
1. Примем  и вернемся к шагу 1. tt rr 0

1
0 =+

 
Пример 1. Рассмотрим задачу коммивояжера со следующей матрицей 

маршрутов: 
 1 2 3 4 5 

1 ∞ 10 25 25 10

2 1 ∞ 10 15 2 

3 8 9 ∞ 20 10

4 14 10 24 ∞ 15

5 10 8 25 27 ∞

      

Дерево, соответствующее данному примеру, приведено на рис. 4.6. 
 
 

Оценка          соот-
ветствует 

651 ==t
or

154321 →→→→→  

 

 
НАЧАЛО  
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∞=51c  

Задача 2 

2=t | r  652
0 =

0'

Задача 1 

1=t |  651
0 =r

10
42

0
34

0
23

0
51

0
15 ===== xxxxx  

 
   подцикл             подцикл 

600'

Задача 3 

  3=t |  653
0 =r

10
41

0
34

0
23

0
52

0
15 ===== xxxxx  

          решение ~ один цикл 

Останов 

      624
0 =r

оптимальный маршрут 
143251 →→→→→  

620 =x'c

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.6 

 

3. Вторая модификация (метод задания маршрутов). Изложенный вы-
ше метод позволяет ограничить число просматриваемых вершин дерева в мето-
де ветвей и границ, что достигается за счёт вычисления эффективной нижней 
оценки (границы) целевой функции для  любого цикла, порождаемого каждой 
задачей. Но для получения этой оценки приходится находить оптимальное ре-
шение задачи о назначениях. 

Покажем теперь, как можно вычислять оценки более простым способом. 
Однако цена, которую приходится платить за такое упрощение, определяется 
тем, что в новом алгоритме нужно исследовать большее число ветвей соответ-
ствующего дерева. 
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В начале каждой итерации t  известна верхняя оценка  оптимального 

значения целевой функции. Значение  на первой итерации можно определить 
по тем же правилам, что и в предыдущем алгоритме. Кроме того, имеется ос-
новной список задач, в которых некоторое подмножество значений  измене-
но  и принято равным , а некоторое подмножество  принято равным 1. 
Среди значения 1 отсутствуют наборы, образующие подциклы. Отметим, 
что равенство 

tr0
tr0

ijc
∞ kpx

=kpx
∞=ijc  означает, что дуга ),( ji  исключается из маршрута, а ра-

венство 1 означает, что дуга )=kpx ,( pk  обязательно включается в маршрут. 
На первой итерации основной список включает две задачи: в одной из 

них значение выбранного (выбираем произвольно)  изменено на  (это оз-
начает, что маршрут 

ijc ∞
ji →  запрещён), в другой – соответствующая переменная 

 (это означает, что маршрут 1=ijx ji →  задан), а ∞=jic  (полагая ∞=jic , за-
прещают маршрут ij → , предотвращая образование подцикла iji →→ ). 

Рассмотрим любую задачу из основного списка и попытаемся вычислить 
для неё нижнюю оценку оптимального значения целевой функции для любого 
цикла, содержащего заданное подмножество дуг с 1=ijx . Существует много 
способов вычисления таких оценок. В целом, чем больше нижняя оценка, тем 
меньшее число ветвей приходится исследовать. 

Приведём один простой, но достаточно эффективный способ вычисления 
нижних границ. В основе этого способа лежат те же идеи, что использовались 
нами при обосновании венгерского метода решения задачи о назначениях. 
Прежде всего будем считать, что из матрицы С= ),1  ;,1  ,( njnic ij == , соот-
ветствующей рассматриваемой задаче, вычеркнуты строки k  и столбцы p, если 
задано, что 1. Ясно, что указанная оценка должна быть, по крайней мере, 
равной сумме  при заданных 1

=kpx

ijc =ijx , плюс сумма наименьших  в каждой из 
невычеркнутых строк. 

ijc

Эту оценку можно (и должно) ещё увеличить. Для этого вычитается ми-
нимальный коэффициент  в каждой невычеркнутой строке из всех оставших-
ся  этой строки. Далее к полученной выше оценке добавляется сумма мини-
мальных чисел, найденных в каждом невычеркнутом столбце среди «умень-
шенных» расстояний. 

ijc

ijc

Пример 2, иллюстрирующий эту процедуру, приведен на рис. 4.7. 
 
 
 101 2323 == c,x  

        min по строкам 
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 1 2 3 4 5  
1 ∞  10  25 10 10 
2       
3 8 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Матрица уменьшенных расстояний 
 

 1 2 3 4 5 
1 ∞  0  15 0 
2      
3 0 ∞   12 2 
4 4 0  ∞  5 
5 2 0  19 ∞  
  0 0  12 0       min  по столбцам 

∞  20 10 8 
4 14 10  ∞  15 10 
5 10 8  27 ∞ 8 

 
 
    Оценка равна   +(10+8+10+8)+(0+0+12+0) = 58. 23c
 
 

Рис. 4.7 
 
 
 
 

Ясно, что самую «хорошую» нижнюю оценку мы бы получили, если бы 
решили до конца задачу о назначениях, соответствующую невычеркнутой час-
ти таблицы (вычеркнутая часть соответствует закреплённой части маршрута). 
Однако такая оценка потребовала бы значительных вычислительных затрат. 

На итерации t  выполняются следующие шаги. 
Шаг 1. Прекратить вычисления, если основной список пуст: зафиксиро-

ванный цикл является оптимальным маршрутом. В противном случае выбрать 
одну задачу и вычеркнуть её из основного списка. Перейти к шагу 2. 

Шаг 2. Определить нижнюю оценку целевой функции для любого цикла, 
порождённого выбранной задачей. Если нижняя  оценка больше или равна , 

то положить  и перейти к шагу 1. В противном случае перейти к шагу 
3. 

tr0
tt rr 0

1
0 =+

Шаг 3. Если зафиксированные переменные 1=ijx  

 1
0
+tr  

в выбранной задаче 

образуют один цикл, то зафиксируем его; положим равным длине получен-
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ного ц е (т.е. икла; вернёмся к шагу 1. В противном случа если дуги с 1=ijx  не 
образуют цикла) перейдём к шагу 4. 

Шаг 4. Попытаемся найти такую дугу ),( 00 ji : 
1) которая до текущего момента 

сиров
не принадлежала множеству к-дуг с фи

анными значениями 1=ijx ; 
2) для которой текущее ∞<

00 jic ; 
3) во множестве дуг с фиксированными значениями нет дуг вида

i
 ),,( 0ji  

);, j  (  0

4) добавление дуги ),( 00 ji  ко множеству дуг ),( ji  с 1=ijx  не образу-
ет подцикла, т.е. цикла с количеством дуг меньше, чем n.  

такую ду исок 
ранной на шаге 1, за 

Если удаётся найти гу )j,i( 00 , то в основной сп вносим две 
новые задачи. Каждая из этих задач идентична задаче, выб
исклю з нихчением лишь того, что в одну  надо внести изменение, положив 

∞=
00 jic , в другую – условие 1

00

и
=jix  и изменение ∞=

00ijc . Положим 
tt rr 0

1
0 =+  и вернёмся к шагу 1. 

 дугу ),( 00 ji  с указан ойствами найти , то ниче-
сим в список и перехо

ва сущес

Если ными св  не удалось
го не вно дим к шагу 1. 

Отметим д твенных отличия данного варианта алгоритма ветвей 
и границ от предыдущего. В данном варианте на шаге 2 вычисляется нижняя 
оценка для выбранной задачи, но не отыскивается её оптимальное решение. 
Кроме того, на шаге 4 в основной список могут вноситься две задачи или не до-
бавляется ни одной, если не существует переменной 

00 jix , удовлетворяющей 
указанным условиям 1 – 4. В предыдущей модификации на шаге 4 образуется 
от 2 до 2n  новых задач, вносимых в основной список. 
 Пример 2. Рассмотрим задачу коммивояжера с той же матрицей расстоя-
ний, что и  примере 1, т.е. с матрицей 
 

  в

3 4 5 

1 

 1 2 

∞  10 25 25 10 

 2 1 ∞ 10  

8 9 

15 2 

3 ∞  20 10 

4 14 10 24 ∞  15 

 25 5 10 8 27 ∞  
 

Ход решения данной задач  о ю  модификации отражен на рис. 
.8. 

и с пом щь  второй
4
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Рис
Глава 5. Линейное программирование и теория игр 

 

. 4.8 
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Как и линейное программирование, теория игр является одной из областей 
современной математики. Если при исследовании общей задачи линейного про-
граммирования мы определяем способ эффективного использования или рас-
пределения ограниченных ресурсов для достижения желаемых целей, то в тео-
рии игр нас интересует стратегия, с помощью которой достигается выигрыш, 
максимально возможный в данной игре. 

В то время, когда закладывались основы теории игр, замечательное соот-
ветствие между линейным программированием и теорией игр не было известно. 
Связь между ними впервые была установлена фон Нейманом и Данцигом. В 
данной главе мы установим эквивалентность общей задачи линейного про-
граммирования произвольной игре двух партнеров с нулевой суммой и конеч-
ным числом стратегий. 

 
§ 1. Постановка задачи 

 
Основное содержание теории игр состоит в изучении следующей пробле-

мы: если n партнеров играют в данную игру Г, то как должен вести 
партию i-й игрок для достижения наиболее благоприятного для себя исхода? 

Здесь под термином игра понимается совокупность предварительно огово-
ренных правил и условий игры, а термин партия связан с частной возможной 
реализацией этих правил. В дальнейшем предполагается, что в конце каждой 
партии игры каждый игрок получает сумму денег , называемую выигры-
шем этого игрока, и стремится максимизировать сумму получаемых им денег. 

В большинстве салонных игр общая сумма денег, теряемых проигравшими 
игроками, равна сумме денег, получаемых выигравшими партнерами. В этом 
случае для каждой партии 

 

 nP,...,P,P 21  

iP  iv

021 =+++ nv...vv . 
 
Число может быть любого знака, при этом: 

соответствует выигрышу, 
соответствует проигрышу, 
соответствует нейтральному исходу. 

Игры, в которых алгебраическая сумма выигрышей равна нулю, называют-
ся играми с нулевой суммой. 

Игры также классифицируются по числу игроков и числу возможных хо-
дов. Далее игры можно подразделять на кооперативные и некооперативные. В 
кооперативных играх партнеры могут образовывать коалиции и играть как ко-
анды, тогда как в некооперативных играх каждого игрока интересует лишь его 

собс  результат. Игры двух партнеров являются, очевидно, некоопера-
тивн

 и 
 числом возможных ходов. Такие игры называются прямоугольными 

 iv  
0>iv  
0<iv  
0=iv  

м
твенный
ыми. 
Мы будем рассматривать только игры двух партнеров с нулевой суммой

конечным
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или матричными, поскольку они задаются платежной матрицей (или матрицей 
выигрышей): 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
=

=
m,i

n,j,a
A ij

1
1

. 

Первый игрок имеет возможность сделать m выборов (m чистых страте-
гий)

 выбор линии поведения игроков, обеспечивающих со-
стояние равновесия, т.е. состояние, к которому стремился бы каждый разумный 
игрок, сознавая, что отступ только уменьшить его 
выигрыш. 

орые обес
и-

нию

-

Вектор , каждая компонента оторого указывает относи-
ельную частоту (вероятность), с которой соответствующая чистая стратегия 

ратегией первого игрока. 
Векто нная стратегия второго игрока. Ясно, что 

, 

, а второй – n выборов (n чистых стратегий). Если первый игрок выбирает  
i-ю чистую стратегию, а второй – j-ю, то выигрыш первого (проигрыш второго) 
равен ija , сумма выигрышей обоих игроков равна нулю. 

Задача теории игр заключается в выборе принципов поведения игроков в 
каждой конкретной ситуации. 

Решение игры – это

ление от этой линии может 

В большинстве конкретных ситуаций невозможно указать такие чистые 
стратегии игроков, кот печивали бы ситуацию равновесия независимо 
от поведения противников. Однако теория игр позволяет выработать такую л

 поведения, придерживаясь которой в каждой партии каждый игрок может 
обеспечить ситуацию равновесия в среднем (для многих партий) независимо от 
поведения противника. 

Если один из противников не будет в процессе последовательного повто-
рения партий придерживаться правил оптимального выбора стратегий, то сред
ний выигрыш другого противника может увеличиться. 

 
§ 2. Матричные игры. Смешанные стратегии 

 
( )mx,...,x,xx 21=  к

т
используется в игре, называется смешанной ст

р ( )ny,...,y,yy 21=  – смеша

,x 0≥  m,i 1= ; 0≥y n,j 1=i j ; ,  

ме одной, равны нулю. 

i

∑
=

=
m

i
ix

1
1 ∑

=
=

n

j
jy

1
1.

Чистая стратегия может быть  определена как смешанная стратегия, в 
которой все компоненты, кро

В дальнейшем будем обозначать чистые стратегии обоих игроков в виде 
единичных векторов 

 

0,0,...,0,1,0...0
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

6447448

14243

m

ie , 0,0,...,0,1,0...0
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

6447448

14243

n

je . 
j
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Оптимальная стратегия игрока – это стратегия, обеспечивающая ему 
максимально возможный гарантированный средний выигрыш. (При этом пре-
дупреждается, что игра ведется без обмана и подглядывания). 

Рассмотрим матричную игру, определяемую  выигрышей: 

Если

⎜

матрицей

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

a...aa
............

a...aa
a...

A

21

22221

11211

. 

aa

 первый партнер 1P  выбирает любую чистую стратегию i , то он уверен, 
что выиграет по крайней мере ij

j
amin . 

Например, если 
⎞⎛ 4051

⎟
⎟
⎠

⎜
⎜
⎝ −

=
0124
3312A , 

то мы имеем: 01 =jj
amin , 12

⎟

=jj
amin , 13 −=jj

amin . 

Поскольку игрок 1P  может выбирать любые i, то естественно предпола-
гать, что он выберет ту стратегию i, при которой его гарантированный выиг-
рыш максимальный. Следовательно, при использовании чистой стратегии иг-
рок 1P  может выиграть не менее 

1g:aminmax ij = . 
ji

Число – гар и только 
чистых стратегий. В нашем примере 
 

1g антированный выигрыш игрока 1P  при использовани

11 221 === ag . 
Если второй игрок P  выбирает стратегию j , то наихудшее, что с ни2 м мо-

жет я, – это проигры  

чистую стратегию

случитьс ш в размере ijamax . Игрок 2P  может выбирать ту
i

 j , при которой его роигрыш минимален. При  этой 
стратегии игрок P  гарантирует, что игрок P  не сможет рать больше чем 

 п  выборе 
 2 1

ijij
amaxmin:g

 выиг
=2 . 

Для нашей матрицы 32 == ijamaxmin:g . 
ij

Отметим, что всегда  
 

( ) ( ) .gy,fminmaxy,xfmaxmin
YyXxXxYy

12  ьно,следовател  , ≥≥
∈∈∈∈

 

 

gx
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Таким образом, в нашем примере при выборе только чистых стратегий иг-
рок 1P  может гарантировать, что он выиграет не менее 1 (а хотел бы выиграть с 
гарантией больше!); игрок P  может гарантировать, что он не2  проиграет

хотел бы проиграть с гарантией меньше!). 
 более 

3 (а 
Если бы имело место равенство  
 

vamaxminaminmax ij
ijij

ji
== ,    (1) 

то P  может быть уверен, что выиграет не менее а игрок P  может добиться 
о

ой имеет место равенство (1), наилучшим обра-
 партнерами и , избирающими соответствующие чис-

 при любом отклонении игрока от этой стратегии 
его гарантированный выигрыш не увеличивается (а озможно, и уменьшится) и 
поскольку при каждом отклонении партнера от воей чистой стратегии  он 
не уменьшит своего проигрыша (а возможно, увеличит его), указанные чистые 

ственно назвать оптима ными чистыми стратегиями. 
является име

тима

⎠⎝ 470

 1 2

того, что гарантированн  не проиграет больше чем v . 
Матричная игра, для котор

v ,  

1P  2P
1P  

зом разыгрывается
тые стратегии. Поскольку

 в
 с2P  

стратегии есте ль
Следующая матричная игра  одной из тех игр, которые ют оп-
льные чистые стратегии: 

⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎛

= 321
653

A , 3==
⎟
⎟ ij

ij
ij

ji
amaxminaminmax . 

Поскольку не все матричные игры могут оптимально разыгрываться при 
 ч по

Если игрок при длительном процессе игры выбирает смешанную стра-
тегию т.е. с вероятностью бирает ю чистую страте-
гию,  

вы

помощи истых стратегий, необходимо ввести нятие оптимальной смешан-
ной стратегии. 

1P  
( )mxxxx ,...,, 21= , ix  i -вы

 а игрок 2P  при длительном процессе игры выбирает смешанную страте-
гию ( )nyyyy ,...,, 21= , т.е. с вероятностью бирает  jy  j -ю стратегию, то ма-
тематическое ожидание (средний выигрыш) выигрыша игрока 1P  равно 

( ) ∑ ∑
j i

jij y
1 1

) 

рыш игрока при ом равен 
= =

′==
n m

i Ayxxay,xM .    (2

Соответственно выиг эт2P  ( )y,xM− , т.е. его проиг-

вается функцией платежей. 
оворят, что игра имеет решение в смешанных стратегиях, если суще-

ствуют такие стратегии

рыш равен ( )yxM , . 
Функция ( )y,xM  назы
Г

 *x , и число что при любых смешанных -
ях

*y   v , стратеги
 yx,  выполняется соотношение 
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),(),( ** yxMvyxM ≤≤ .    (3) 

Полагая в (3) ** , yyxx == олучим 

,( *xMv=

, п
*y .     (4) 

Числ
)

о ν называется ценой игры. 
Неравенство (3) означает, что если игрок будет

ную стратегию 
1P   использовать смешан-

*x  (при длительном процессе игры), то его гарантированный 
выигрыш равен v , так как при любом y  имеем 

),( * yxMv≤ . 

Для игрока 2P  соотношение 3) означает, что если игрок 2P  будет придер-
живаться стратегии *y , то не проиграет больше чем v , так ак при каждом вы-
боре смешанной стратегии 

 (
 к

x  игроком 1P  имеем 

vyxM ≤),( * . 

Стратегии ** , yx , удовлетворяющие (3), называются оптимальными страте-

 
Пример 1. Игрок выбирае одну из двух сторон монет . Игрок , не 

зная выбора первого игрока, также выбирает одну из сторон монеты. то-
го, к

к платит игроку  1 дол. (т. игрок играет на , 
а игр

пишем матрицу п

2 

«Орел» «Решка»  

1 –1 

гиями. 
Рассмотрим примеры. 

 1P  2P
После 

т ы

ак оба игрока произвели свой выбор, игрок 2P  платит 1 дол. игроку 1P , ес-
ли выбранные стороны совпали, и –1 дол. – в противном случае, т.е. в против-
ном случае игро  1P   2P е.  1P  максимум

ок 2P  – на минимум). 
За латежей 
 

44 8444 76   

                                
PВыбор

 

 4

⎪
⎨ 1PВыбор  ⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝−

⎩

⎪
⎧

»«

»«

решка

орёл

–1 1 

⎛ ⎞−
=

11
. =>

11
 A

 
 
Если бы игроки использовали только чистые стратегии (т.е. играли бы 

только один раз или играли ого раз, но использовали один и тот же выбран-
ный анее фиксированный ход), то

мн
 зар  игрок мог бы гарантировать себе выиг-

рыш  размере 
 1P  

 в
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11 −== ij
ji

aminmaxg , 

 бы гарантир е проиграет более чем а игрок 2P  мог овать, что н

12 == ij
ij

amaxming . 

Но п

а
роятностью) он будет выбирать 

«орла» и с какой частотой «решку», так, чтобы « учшить» свой гарантирован-
ный гарантированный 
выиг

 д

ервый игрок хотел бы выиграть больше, а второй проиграть меньше. 
Предположим теперь, что игрокам разрешается использовать смешанные 

стратегии, т.е. предполагается, что игр  повторяется много раз и каждый из иг-
роков должен определить, с какой частотой (ве

ул
результат: для игрока 1P  это означает увеличить свой 
рыш, а для 2P  это означает уменьшить свой гарантированный проигрыш. 
Очевидно, что в анной простой игре оптимальными смешанными страте-

гиями будут 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ===

2
1

2
1

21 x,xx* , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ===

2
1

2
1

21y y,y* . 

 с вероятностьюИгрок  1P  
2
1  выбирает «орла», с вероятностью 

2
1 реш- – «

ку». алогично. При этом, используя стратегии *x , *y  Игрок 2P  поступает ан в 
длин , ном процессе игры игрок 1P  гарантирует себе выигрыш (средний) 0=v  
(это больше чем 11 −=g !), а игрок 2P  гарантирует себе, что не проиграет 
больше чем 0=v  (это меньше, чем было раньше 12 = g

 Э с
я гляд кажется беспроигрышной для каждого 

игро

!). 
 

Пример 2. Игра «в жулика». та игра являет я примером игры, 
котора на первый вз

ка, т.е. имеет цену 0=v , но на самом деле это не так. 
аждому из двух па  выдается по тузу бубен и треф. получает 

также бубновую двойку, а  – трефовую. При первом ходе выбирает и от-
кладывает одну из своих карт  знающий  карты партнером , 
также откладывает одну свою

Если были отложены карты ной масти, грывает игрок , в против-
ном случае выигравшим считается игрок Размер выигрыша определяется 
картой, отложенной победителем узу приписывается 1 очко, двойке – 2 очка). 
Если отложены две двойки, выигрыш равен нулю. Матрица выигрышей этой 
игры имеет вид 

К ртнеров 1P  
 2P 1P  

, и 2P , не
 карту. 

 выбора 1P

1P од выи

2P .  
 (т
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 ♦ ♣ 2

♦  1 -1 -2 
♣ 

♣ -1  1  1 
2
♦

 2 -1  0 
 

 
Поскольку каждый элемент третьей строки не меньше соответствующего 

элемента первой строки, то игроку 1P  не имеет смысла использовать первую 
стратегию. Следовательно, м жно считать, что 01о =x . В этом случае говорят, 
что третья страте ия доминирует над первой. После исключения первой строк
матрица выигрышей имеет вид 

г и 

⎜⎜
⎝ − ⎟⎟

⎠

⎞⎛−
012

. 

Так как элементы второго столбца меньше либо равны элементам третьего 
столбца, то игроку нет необходимости использовать третью стратегию, сле-
дова  у

111

 2P  
тельно, 03 = . Из матрицы далим третий столбец. Получим матрицу 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

y
−

12
11

. 

Исследование дан рицы показы ет, что она не имеет седловой точки, 
следовательн , данная игра не имеет решения в чи тых стратегиях. 

Рассмот смешанные стратегии. Пусть P

ной мат ва
о с  
рим  с вероятностью 1 s  выбирает 

вторую стратегию, тогда с вероятностью ( )s−1  он выбирает третью стратегию 
и его смешанная стратегия имеет вид 

( )( )sx,sx,xx −==== 10 321 . 
Аналогично для 2P : пусть вероятностью он с p  выбирает первую стратегию, 
тогд  са он с вероятностью ( )p−1  выбирает вторую стратегию. Его мешанная 
стратегия имеет вид 

( )( )01 321 =−=== y,py,pyy . 
При этом цена игры равна ( ) ( ) ( ) ( ) ( )psMpspsyxM , ,11223 =−−= + + − . На-

до найти такие **, ps , 10 ≤≤ *s , 10 ≤≤ *p , что  
),(,(),( *** psMpsMpsM ≤≤ . 

Нетрудно проверить, что в нашем примере 

)*

5
3* =s , 

5
2* =p , значит, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

5
2

5
300 ,,x , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0

5
3

5
20 ,,y  и 

5

1),( 00 =yxM . 

Следовательно, эта игра выгодна для игрока Иными словами, если изби-
рает  оптимальную стратегию

 1P .  1P  
 0x , а серия игр достаточно длинна, то ему  свою
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 yгарантирован, независимо от стратегии , применяемой игроком выигрыш 

не менее чем

2P , 

 
5
1000 == v)y,x(M

, если 2P  избирает

. 

Аналогично о п альную стратегию , то при 
длительной игре он  быт  проигрыша, большего, чем . 
(Если он отступит от своей стратегии то может проиграть больше). Если 
оба а изберут свои оптимальные стратегии, то можно предсказать вероят-
ный 

си
, т.е. 

 св ю о тим 0y
может 0vь застрахован от

0y , 
игрок
исход игры. 
Определение. Игра называется мметричной, если соответствующая ей 

матрица выигрышей является кососимметричной jiij aa −= . 
Утверждение. Цена симметричной игры равна 0=v , и оптимальные стра-

тегии обоих игроков совпадают. 
Доказательство. Запишем функцию выигрыша для  (проигрыша для 

): 
1P

2P

( ) ∑ ∑
= =

ить, 

=′=
n

i

n

j
jiji yaxAyxy,xM

1 1
. 

Легко провер что в случае кососимметричной матрицы A  и yx =  имеем 
. Обозначим через оптимальные стр тегии  

и P  соответственно. Имеем 
( ) 0=′= Axxx,xM 00 , yx  а  игроков 1P  

 2

vAyxminAyxminmax =
yyx

′
=′ 0 . 

 y , Если 2P  использует любую свою стратегию то vAyx ≥
′0 . Но при 0xy =  мы 

знаем, что 000 =
′
Axx , следовательно v≥0 . , 

Аналогично для игрока P : 

min
xy

ждую свою стратегию

 1

vAy'xmaxAyxx
x

==′ 0 . 

Если 1P  использует ка

ma

 x , то . Для полу-

льно, 

 vAyx ≤′ 0  0yx =  

чаем 000 =Ayy . Следовате
′ v≤0 . 

Из получен неравенств что ных следует, v
равна нулю и и  и смеша

0= , следовательно, цена игры 
гроки меют одинаковые нные стратегии. Что и требова-

лось доказать. 
 примера и спец  (симмет-

и описать свой ений. А как 
поступить в общем случае? Каждая ли матричная игра имеет решение? И если 
имеет, то как его найти? Отве  на эти вопросы дадим в следующем параграфе. 

 
 
 

Выше мы рассматривали два небольших иальную
ричную) игру  и смогли найти решения ил ства реш

ты

 78 



§3. Эквивалентность матричной игры 
и задачи линейного программирования 

 
Сформулируем основную теорему теории игр. 
Теорема 1

смешанных стратегиях
. Каждая матричная игра с нулевой суммой имеет решение в 

, т.е. существуют такие смешанные стратегии 0x  и 
п иг см0y  ервого и второго роков соответственно, что при любых ешанных 

стратегиях yx,  имеют место неравенства и равенства: 
 
 

)y,x(M)y,x(M)y,x(M 0000 ≤≤ , 
 

( ) ( ) )y,xMmaxminy,xMminmax 0== y,x(M 0 , 
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множества смешанных стратегий игроков  соответст нно и .  1P   2Pве

Пусть задана матрица A  
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лю тся в том йти та

ое число
Согласно определению, задача игрока 1P  зак чае , чтобы на кое 
максимальн  и вектор ( ) Xxxxx =0 ,.. m ∈00

2 .,, , что  

M ≥0  для

0
1 v

 Yy∈∀( v)y,x .    (5) 
 
Рассмотрим ограничения (5) подробнее: 

Yy,vAyx ∈∀≥
′0 6) 

 
Покаж равенства (6) экви т

.     (

ем, что не вален ны условиям 

n,j,vAex j 10 =≥
′

.    (7) 
 
Отметим, что в (6) мы имеем континуум ограничений, так как неравенства 
должны выполняться для Yy∈∀ ; в (7) мы имеем только n  ограничений. Дейст-
вительно, очевидно, что из (6) следует (7), так как n,j,Ye j 1=∈ . Покажем, что 
из (7) следует (6). 
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( ) Yyyyy n ∈=∀ ,...,, 21Пусть (7) имеет место. Рассмотрим . Правую и ле-
вую асти каждого j-го неравенства (7) умножим на и просуммируем все 
нера

n
jjj vy .     (8) 
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таки  чисел и вектора

=
n

j
jjeyy

1
, из (8) получаем (6). Эквивалентность (6) 

7) доказана. 
Таким образом, мы пришли к тому, что задача игрока 1P  

 v   0x , которые являются решением следующей задачи: х
 

v,x
maxv →  

∑
=

=≥
m

i
iij ;n,j,vxa

1
1      (9) 

∑
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=≥=
n

j
ii .m,i,x,x

1
101  

Задача (9) является задачей линейного . 
Аналогично, рассуждая за второго грока , мы приходим к тому, что его 

 вектора , 
при 

.    (10) 

Можно показать, что (10) эквивалентно условиям

программирования
 2Pи

Yy ∈0задача состоит в нахождении такого минимального числа v  и
которых 

Xx,v)y,x(M ∈∀≤0

m,i,Aye j 100 =≤′ . Сле-
довательно, задача  игрока состоит в нахождении таких числа и векто-
а , которые являются решением следующей задачи: 

y,v
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ния. 
ляют пару двойствен-

ных задач! Следовательно, не нужно решать кажд

Задача (11) является задачей линейного программирова
Легко проверить, что задачи (9) и (11) состав

ую из этих задач отдель-

но. Из теории двойственности следует, что достаточно решить, например, 
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симплекс-методом одну из этих задач и по оптималь решенной 

задачи легко в

ному плану 

осстановить оптимальный план второй задачи. 

 теорема
плате

Таким образом, мы показали, что верна следующая . 
Теорема 2. Каждая матричная игра с жной матрицей 
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 эквивалентна паре двойственных задач (9) и (11). 

Рассмотрим теперь обратную задачу. Попытаемся представить дан-

нейного

дой паре двойственных задач линейного программирования можно поста-

ли  

(если они существуют!). 

Подчеркнем, что в то время как матричные игры всегда имеют оп-

тимальные стратегии (т.е. имеют решение), з

рования могут и не иметь решений. 

Рассмотрим пару двойственных задач: 
 

ную задачу ли  программирования в форме матричной игры. Каж-

вить в соответствие  матричную игру, цена и оптимальные стратегии ко-

торой позволяют вычис ть оптимальные прямой и двойственный планы

адачи линейного программи-
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Отметим, что матрица П является кососимметричной, следовательно, если рас-
сматривать матричную игру с платежной матрицей П, то стратегии (оптималь-
ные) первого и второго игроков должны совпадать! праведлива 

Теорема 3. Пара двойственных задач (12) и (13) имеет решение тогда и 
еет такую опти-

мальную

bА

С

только тогда, когда игра с платежной матрицей (14) им
 стратегию 
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*
+++= mnmn uuuuu , 
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что 0*
1 >++mnu . При этом 
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Из теоремы 3 ледует, что решение пары двойственных задач линейного 

ают!) симметричной игры с платежной матрицей П (14). 

с  
программирования может быть сведено к вычислению оптимальных стратегий 
(которые совпад

Таким образом, в этом параграфе мы показали, что существует тесная 
связь м . 
Н
р  
с
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